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E quindi uscimmo a riveder le stelle — ostatni wers , Piekla”, Dante Alighieri

W miesigcu wydania tego numeru Delty mija 700 lat

od $mierci Dantego Alighieri (1265-1321). Wielki poeta
zmart w Rawennie, wygnany z rodzinnej Florencji. Warto
zobaczy¢ dekret skazujacy Dantego na wygnanie, gdyz
wyglada bardzo wspédlczesnie (do pewnego momentu
oczywiscie, palenie na stosie bowiem wyszto z mody):

Alighieri Dante jest osadzony za baraterie, oszustwo, falsz,
umyslne wykroczenia, zlosliwosé, nieuczciwe nawolywania,
nielegalne dochody, pederastie i skazany na 500 florenéw,
wieczysty zakaz pelnienia funkcji publicznych, wieczyste
wygnanie (zaocznie), a jesli zostanie ujety, ma by¢ spalony
na stosie, az umrze (thumaczenie - ML). Z Archiwum
Miasta Florencji, 10 marca 1302 roku.

No c6z, artystom nigdy nie byto tatwo, szczegélnie gdy
wdali sie w polityke. Kto mial stuszno$é¢? To okazuje sie
zazwyczaj po czasie. W przypadku Dantego jego postawa
okazala sie gruntownie niestuszna za jego czaséow. Z drugiej
strony niewiele jest oséb, ktére zrobity dla Florencji tyle,
ile zrobit Dante. Ciekawe, jak wygladalby wspoétczesny
jezyk wtoski, gdyby Dante postanowil napisaé swoje
najwazniejsze dzielo po tacinie albo w innym niz toskanski,
doktadniej florentynski, dialekcie, np. romagnolo: Romania
przygarneta biednego uchodzce.

Za najwazniejsze dzielo Dantego uznaje sie Komedie —
poemat napisany w dialekcie florentynskim. W 1357 roku
Giovanni Boccaccio (1313-1375), tez zwiazany z Florencja,
nazwal Komedie Boska Komedia, i tak juz zostalo.

Co ma jednak poezja Dantego do naszych tematow? Otz
byt to cztowiek wszechstronnie wyksztalcony, nic wiec
dziwnego, ze w jego dziele pojawiaja sie odniesienia do
matematyki. Czasami doéé¢ zaskakujace i powodujace, ze
mozna zaryzykowaé teze o intuicji matematycznej poety.
Znajduje sie¢ w Komedii nie tylko odniesienia do liczb, ale
i niebanalne struktury matematyczne. Owe odniesienia
pojawiaja sie ,nie wprost” — wymagaja odkrycia. Odkrycia
takie najczesciej sa niejednoznaczne, wiec wymagaja
interpretacji. Jednym stowem — jest ciekawie.

Najlatwiej wychwyci¢ odniesienia do liczb — swoista
numerologie, popularng w tamtych czasach. Nalezy
pamietac, ze byl to okres przejscia od rzymskiego
(addytywnego) sposobu zapisywania liczb — bardzo
niewygodnego w rachunkach, a wrecz uniemozliwiajacego
operacje matematyczne — do systemu dziesietnego i cyfr
arabskich (a wladciwie hinduskich). Dodatkowo liczby

nie tylko wyrazaly ilo§¢ (jak obecnie), ale byly przede
wszystkim symbolami. Podobnie jak u Mickiewicza pojawia
sie tajemnicza liczba 44, u Dantego (Czy$ciec, XXXIII,
40-45) pojawia si¢ tajemniczy Msciciel 515, przedstawiony
jednak jako 505 i 10. W systemie rzymskim byloby to

DV i X, a wiec DUX, czyli ksiaze (niektérzy badacze
twierdza, ze chodzito o Henryka VII Luksemburskiego).
Detektywistycznych umiejetnosci wymaga obliczenie
wzrostu Lucyfera na podstawie informacji podanych przez
Dantego (Piekto, XXXIV, krag IX). Wynika z nich, ze
Lucyfer, zdaniem Dantego, jest spory: w przyblizeniu ma
1128 m wzrostu, czyli tyle, ile géra Jesiennik (m n.p.m.)
w Beskidzie Sadeckim. (Niektorym, w przyblizeniu,
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wychodzi 1129 m, czyli wysokos$¢ zachodniego korica
Gubaléwki.)

Badacze Dantego, Dantysci, wychwytuja nastepujace

znaczenia liczb:

e 1 — poczatek, symbol Boga (w sensie Starego
Testamentu), doskonalo$é absolutna;

e 2 — polaczenie, zespolenie;

e 3 — Trojca Swieta (a wiec w sensie Nowego Testamentu);

e 4 — podstawowe wymiary (wliczajac w to czas), ale tez
pory roku;

e 7 — polaczenie Nieba i Ziemi (3 +4), dla pitagorejczykéw —
doskonatoéé¢ cztowieka, a wigc symbol CZLOWIEKA;

e 9: 9 = 32 — doskonaloéé najwyzsza, dla Dantego symbol
Beatrycze (BeatrIX po lacinie),

e 10: 10 =142+ 3 + 4, ale tez 1 — poczatek, 0 — koniec
(chaos), Bog (3) i cztowiek (7), czesto symbol
MIL.OSIERDZIA.

Franco Nembrini (wloski pedagog i publicysta) zwraca

uwage na liczby 7, 10 i 13, gdzie 13 symbolizuje zaréwno

Stary (1), jak i Nowy (3) Testament — zgodnie z rzymskim

(addytywnym) systemem liczbowym, obowiazujacym

w zasadzie do koinica $redniowiecza. W rezultacie liczba 13

nabiera znaczenia boskiego, choé w Polsce (ale nie we

Wioszech), jak wiadomo przynosi nieszczescie. We Wloszech

natomiast w 13 0s6b nie nalezy zasiada¢ do stotu. Co kraj,

to obyczaj. Zdaniem Nembriniego 13 to symbol Zbawiciela.

W rezultacie otrzymujemy tabele wykazujaca ciekawe
interpretacyjne mozliwosci. Podaje tu tylko te najprostsze.
Np. w Piekle:

e Pie$n 1: 136 wierszy: 1 +3+6 =10

o Piedn 2: 142 wiersze: 1 +4+4+2=17

o Piesn 3: 136 wierszy: 1 +3+6 =10

o Piesn 12: 139 wierszy: 1 +3+9 =13

Tabela 99 piesni (oprécz wstepu) wykazuje w ten sposéb
w olbrzymiej wiekszoéci liczby 7, 10 i 13. Nembrini poddat
te tabele daleko idacym badaniom, otrzymujac ciekawe
zaleznosci. Pytanie, czy Dante celowo opracowal taka
skomplikowana strukture, czy jest to przypadek, pozostaje
otwarte.

Komedia ma dos¢ Scista strukture: sklada sie z 14 233
werséw (1 +4+ 2+ 3+ 3 =13) po 11 sylab (tzw. tercyna —
strofa trzywersowa). Obejmuje 100 piesni (w tym wstep):

o Pieklo — 33 piesni oraz wstep,

e Czysciec — 33 piesni,

¢ Raj — 33 piesni.

Oczywiscie liczba 33 nie jest przypadkowa.

Pieklo sklada sie z 9 kregéw i przedsionka (dla gnusnych,
ktérzy, uwaga, uwaga, nie dbali ani o dobro, ani o zlo),
razem 10 pozioméw piekielnych.

CzySsciec to brzeg (plaza), PrzedczySciec, 7 taraséw
(stopni) oraz Raj Ziemski (Ogréd Eden, na szczycie), razem
10 pozioméw czyécca.

Raj to 9 sfer niebieskich (kolejne nieba, w tym np. 4. niebo
dla uczonych oraz 9. niebo to tzw. Primum Mobile —
Pierworuch) razem 10 pozioméw rajskich.



Beatrycze ubrana jest w 3 kolorach: biaty, czerwony
i zielony — to symbol Tréjcy Swietej, z czasem kolory flagi
wloskiej.

W Komedii, zwlaszcza w opisie Raju, pojawiaja sie
elementy astronomiczne i kosmologiczne, oczywiscie
zgodne z wiedza kosmologiczng i wizja Kosciotla w wersji
$redniowiecznej. W szczegdlnoéci Wszechéwiat jest
zorganizowany wedlug Nieba, w wersji geocentrycznej
pochodzacej od Arystotelesa (384-322 p.n.e) i Ptolemeusza
(100-170 n.e.). Primum Mobile — Pierworuch to pierwsza
(najbardziej zewnetrzna) sfera kosmiczna poruszajaca
si¢ wokél Ziemi. Wedtug Arystotelesa jest zrédlem czasu
i przestrzeni. Sredniowiecze dorzucilo do tego ,,Niebo
duchowe”.
»Natura biegu, co w érodku spoczywa,
A wszystko rusza i ruchu uzycza,
Stad sie poczyna, z swego pogranicza.
Duch bozy zajal tej sfery przestrzenie,
Od niego miloé¢ zapala plomienie,
Co ja porusza, i moc, co z niej spltywa.
Swiatlo i miloé¢ obeszly ja kotem,
Jak ona inne opasuje spolem;
A taki okrag, on co go buduje,
Jak zbudowany sam jeden pojmuje.
Nieoznaczony bieg jej kotowrotu,
Cho¢ sam jest miara innych sfer obrotu,
Réwnie jak stoi znak liczby dziesiatej
Na swej potowie i swej czesci piatej.”
Raj, XXVII, 106-117 (JK).
Korzystatem z dostepnego w Internecie tlumaczenia Edwarda
Porebowicza (1862-1937) oraz Juliana Korsaka (1807-1855). Te drugie
oznaczone sg (JK). Ciekawostka jest, ze po wlosku stowo ttumacz
(traduttore) bliskie jest stowu zdrajca (traditore).
W Komedii znajduja si¢ odniesienia do nauki i technologii,
np. do grawitacji (Pieklo, XXXII, 73-74), powstawania
teczy (CzySciec, XXV, 91-93), ruchu (Piekto XXXI,
136-141; Raj, XXIX, 25-27), zegardéw (Raj, X, 142-144;
XXIV, 13-15) oraz kompasu (Raj, XII, 28-30).

Kazda z 3 czesci Komedii koiiczy sie stowem ,,gwiazdy”:

»TedySmy na Swiat wyszli, wita¢ gwiazdy...”
Pieklo, XXXIV, 139.

,Czysty i gotéw wylecie¢ na gwiazdy.”
Czysciec, XXXIII, 145.

»,Miloé¢, co wprawia w ruch stonce i gwiazdy.”
Raj, XXXIII, 145.

Taka $cista struktura utworu moze wydawac si¢ sprzeczna
z romantyczng wizja poety, ktéry jest tylko ,uzbrojony”
w fantazje. Okazuje sie, ze narzucenie sobie Scistych regut,
zadania pewnej struktury, daje efekt w postaci pigkna
utworu. Nalezy przypuszczaé, ze utwér bez tych Scistych
ram nie mialby swojej glebi i powabu. Zatem nie tylko
fantazja, ale struktura tworzy dzielo. Pod tym wzgledem
matematyka niczym nie rézni sie od poezji.

Inne spojrzenie na zwigzki matematyki i poezji mozna znalezé np.

w ksiazce Mathematics like Poetry, Andrzeja Lasoty (1932-2006), pod
redakcja H. Gackiego, Wydawnictwo US, Katowice 2006. Jest tez
czasopismo Journal of Mathematics and the Arts, w ktérym mozna
znalez¢ artykuly na ten temat. Warto poleci¢ réwniez prace M. Szurka
Liczby w kulturze, ,Matematyka Stosowana” 7, 2006 oraz inne pozycje
tego autora.

W Komedii mozna doszukac sie glebszych zwiazkéw ze
strukturami matematycznymi.
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»Jak sie z jednosci pieé i sze$é rozwija.”
Raj, XV, 55-57 (JK).
Przypomina to ide¢ aksjomatyki Giuseppe Peana
(1858-1932)! Oczywiscie jest od niej bardzo odlegla
(réwniez czasowo, okolo 600 lat), ale traktujac 5 i 6 jako
przykltady n i n + 1, mozna odkry¢ prapoczatek aksjomatyki
Peana.

Dante prébuje oszacowaé liczbe aniotéw. Sw. Tomasz

z Akwinu (1225-1274) byl zdania, ze ,liczebnosé aniotéw
przekracza liczebno$¢ materii” — w zwiazku z tym oszacowat
liczbe aniotéw jako 10* x 10° = 10°. Nalezy pamiectaé,

ze w tamtych czasach 1000 to byla liczba ,bardzo duza”.
Trudno wyobrazi¢ sobie woéwczas znaczng liczbe oséb, ktore
miatyby wtedy do czynienia z obiektami o liczebnosci
tysiaca. Zapewne argument Sw. Tomasza byt taki: wezmy
liczbe istotnie wieksza od 1000, ktére samo w sobie oznacza
,bardzo duzo”.

Do dzisiaj méwi si¢ we Whoszech grazie mille (tysigezne
podziekowania) lub grazie infinite (nieskoriczone
podziekowania), albo mille bacci (tysiac pocatunkéw)

i bacci infinite (nieskoniczone pocatunki), uzywajac

tych wyrazen w zasadzie jako synonimy. Nawiasem
mowiac, symbol nieskonczonosci oo, zaproponowany przez
Johna Wallisa w traktacie De sectionibus conicis (1655),
najprawdopodobniej pochodzil od symbolu oznaczajacego
w systemie rzymskim 1000.

Dante, szacujac liczbe anioléw, zainspirowal si¢ legenda

o tworcy szachéw (Sissa Nassir, Indie, Persja?), wedlug
ktorej znudzony wladca na widok tej wspanialej gry
zaproponowal jej twércy dowolng nagrode. Twoérca szachéw
poprosil o skromna, na pierwszy rzut oka, nagrode

w postaci ziaren ryzu (inne wersje méwia o pszenicy). Ich
ilos¢ okreslit w nastepujacy sposéb: tak, aby na pierwszym
polu szachownicy polozy¢ jedno ziarno, na drugim dwa, na
trzecim 22 itd, az do 64. pola z 2% ziarnami. Okazalo sie,
ze taka nagroda wcale nie jest skromna, i calej Ziemi by nie
wystarczylo, zeby zgromadzi¢ tyle ziaren:

1424224234 4203 =964 _ 1~ 109,

Niestety w wielu wersjach koniec legendy jest smutny:
wladca, typowo jak wladca, ktory nie wie, co zrobié

w trudnej sytuacji, poszed! na tatwizne (bo mégt) i kazal
Scia¢ glowe tworcy szachdw.

Powyzszy rachunek, dzisiaj tak banalny, zdecydowanie
trudniejszy wowczas do przeprowadzenia, szczegdlnie

w rzymskim sposobie liczenia, pochodzi od Leonarda
Pisana, znanego jako Fibonacci (1170-1242), z Liber
abbaci.

Dante postanowit podnie$¢ stawke i uzy¢ zamiast 2 —
,bardzo duzo”, czyli 1000. W rezultacie otrzymat

1
141000 4 1000% - ... 4+ 1000%3 = @(100064 —1) ~ 109,

a wiec liczbe znacznie przekraczajaca stynny googol,

czyli 101%°, termin wymy$lony przez 9-letniego siostrzenca
Edwarda Kasnera (1878-1955) w 1938 roku, ktéry to
termin (przez pomytke) dal nazwe Googlowi. Przy okazji
Dante wymyslit (bo mégt) czasownik s’inmillare, czyli
yutysieczniaé sie”. Ciekawe, czy czasownik ten bywa czasami
uzywany wspoélczesnie.

Liczbe atoméw we Wszechéwiecie szacuje si¢ na 1080,
a zatem Dantemu udalo sie zrealizowaé postulat



Sw. Tomasza: liczba anioléw podana przez autora Komedii

przewyzsza ,liczbe materii”.

W Czys$écu, VI, 1-3, Dante wspomina gre w 3 kosci,

polegajaca na liczeniu sumy oczek (po wlosku ta gra

nazywa sie il gioco della Zara) — ponad 300 lat przed
powstaniem rachunku prawdopodobienstwa w wersji
dyskretnej. W grze tej okazuje sie, ze prawdopodobienistwo
wypadniecia sumy réwnej 10 lub 11 jest wieksze niz
prawdopodobienstwo wypadniecia 9 lub 12. Dzisiaj jest

to proste zadanie z rachunku prawdopodobienstwa, wéwczas

wymagato duzej intuicji.

Skomplikowana struktura geometryczna Piekla, Czyséca

i Raju inspirowala uczonych, np.

e Galileo Galilei w Due lezioni all’Accademia fiorentina
circa la figura, sito e grandezza dell’inferno di Dante
(1588) zawarl opis geometrii Piekla.

e Mark A. Peterson w Dante and the 3-sphere,

Amer. J. Physics (1979) przedstawil opis metody
wizualizacji pokazujacy, ze Swiat Dantego (w Raju)
jest topologicznie S (3-hipersfera), czyli sfera

w 4 wymiarach.

Empireum jest siedziba Boga, samo jest nieruchome, ale

powoduje ruch catego Wszechswiata. Bog jest $wietlistym

punktem w srodku Empireum. Beatrycze ttumaczy, ze

w rzeczywistodci ten punkt jest wiekszg sfera i obejmuje

wszystko, co, jak si¢ wydawalo, obejmowato Jego.

Moze to wydac sie sprzeczne, ale geometrycznie da sie

sprowadzié do idei 3-hipersfery, czyli sfery (brzegu kuli)

w 4 wymiarach, a wigc idei, ktora pojawila sie¢ wiele lat po

Dantem.

Mozna te idee przyblizy¢, nawigzujac do koncepcji

Charlesa Hintona — Co to jest 4 wymiar (1880), i Edwina

Abbotta — Flatlandia (1884). Na zwiazki pomystéw

Dantego ze wspolczesna geometria wskazal Andreas Speiser

w 1925 roku w Oltre la spera.

We Flatlandii, $wiecie 2-wymiarowym, bohaterem jest
Kwadrat. Paniami w tym kraju sa obiekty zlozone

z odcinkéw, wiec trudno sie dziwié, ze Kwadrat

pragnie nawiaza¢ kontakt z 3-wymiarowa Sfera, zyjaca

w przestrzeni 3-wymiarowej. Problemem jest to, ze trudno
naszemu 2-wymiarowemu Kwadratowi wyobrazi¢ sobie
co$ spoza jego 2-wymiarowego $wiata. Sfera postanawia
wiec przeniknaé przez Flatlandie, aby daé¢ wyobrazenie
Kwadratowi, jak wyglada. Kwadrat najpierw widzi

punkt — to Sfera dotknela Flatlandii. Nastepnie widzi
okregi (powiedzmy, ze w plaskim $wiecie zmyst wzroku
pozwala odréznié¢ okrag od odcinka), ktére sie powigkszaja
(dokladniej: powieksza sie ich promien), az do maksimum
(to ,réwnik” odpowiadajacy sferze). Nastepnie okregi

sie ,zmniejszaja” do punktu, az znikaja catkowicie,

do nastepnego wymarzonego rendez-vous. Niestety

ogolny wydzwiek Flatlandii jest raczej pesymistyczny:
2-wymiarowy niewolnik pozostanie 2-wymiarowym
niewolnikiem. Ogo6lnos¢ tej zasady jest porazajaco prosta
i odnosi sie nie tylko do epoki wiktorianskiej (ktorej
krytyka byla Flatlandia).

Taka gra z wymiarami moze by¢ przeniesiona na wyzsze
wymiary 1 wizyte 3-hipersfery (czyli obiektu ze $wiata
4-wymiarowego) w naszym biednym, tylko (jak sie wydaje)
3-wymiarowym S$wiecie. Daje to wyobrazenie intuicji
Dantego, jakze wykraczajacych poza jego czas.

Niektérzy autorzy nadajg podobnym geometrycznym koncepcjom
zdecydowanie religijne podtoze — por. J. Kajfosz, U wrdt przestrzent,

19

Vocatio, Warszawa 2010. Wydaje si¢ jednak, ze koncepcja
4-wymiarowego §wiata duchowego jest bardzo ograniczajaca. Dlaczego
nie przyjaé, ze §wiat duchowy jest co-wymiarowy, np. z jakiej$
przestrzeni Banacha? Skoro prosty gaz (w opisie mikroskopowym)
,potrzebuje” przestrzeni o wymiarze rzedu liczby Avogadra,
a przestrzenig stanéw w mechanice kwantowej jest zespolona przestrzen
Hilberta.
Zajmijmy sie teraz logika. Te oddzielilem od matematyki
z powodéw, ktore stana sie wkrotce jasne.

»Jam w to uwierzyl, co mi dobyl ze dna

Tajni tak pewnie, jak jest pewnym zgota,

Ze ér6d dwu sprzecznych prawda tylko jedna.”
Historia dotyczy franciszkanina Guido da Montefeltro.
Papiez Bonifacy VIII naklania go do zdrady, odpuszczajac
ten grzech przed jego popelnieniem. Guido grzeszy
i umiera. Swiegty Franciszek chce Guida przeprowadzi¢ do
Raju, ale pojawia sie przybysz z Piekla. ..

,Gdym konatl, Patron mdj stanal przy ciele,
Lecz glos si¢ ozwatl czarnego cheruba:
»Nie czyn mi krzywdy, nie przeszkadzaj w dziele!
Juz on jest modj rab, juz go czeka zguba
Jako zbrodniarza, co zla rada truje;
Juz dawno moja dlon u jego czuba.
Grzechu nie zmaze, kto zalu nie czuje,
Ale zalowaé — pragnac, to zamyka
Sprzeczno$é, ktora sie tad logiczny psuje«.
Jakze rubasznie potrzasl mnie, nedznika,
Kiedy uchwycit, méwiac drwiacym glosem:
»A co? Moze$ mig¢ nie mial za prawnika?«”
Pieklo, XXVII, 112-123

Przybysz z piekiel wskazuje, ze do zmazania grzechu
potrzebny jest zal, a tego nie mozna wzbudzi¢ przed
popelnieniem grzechu.

Ettore Carruccio (1908-1980) przebadal zagadnienie

i pokazal, ze pod wzgledem logiki przybysz z Piekla miatl
racje, i nieszczesny Guido bedzie musial odby¢ wieczna kare
— za to, ze sam nie przeprowadzil takiego rozumowania.

W opowiesci tej logika nabiera ,,cech diabolicznych”, gdyz
nawet Sw. Franciszek, ze swoja dobrocig, nie jest w stanie
sie jej przeciwstawié.

Przebrniecie przez Boskqg Komedie nie jest latwe —
szczegodlnie dla osoby, dla ktérej wloski nie jest pierwszym
jezykiem. Zwraca uwage roznica jezyka w réznych czesciach
Komedii. W Piekle jest on rubaszny, pospolity, ze stynnym
zdaniem o trabie z tytka (dotyczy diabla) Ed elli avea del
cul fatto trombetta, koniec pieéni XXI. W Raju — dworski,
z licznymi stowami tacinskimi.

Istnieje obszerna literatura dotyczaca Dantego i jego
Komedii. Réwniez jej zwiazkow z matematyka. Liczne
prezentacje mozna znalez¢é w Internecie. W opracowaniu
tego artykutu korzystatem m.in. z prezentacji nastepujacych
autoréow: A. Levato, F. Nembrini, M. Nicolardi i G. Metelli,
P.G. Odifreddi, E. Tenze, G. Trombetti. Ciekawe jest, jak
rézne spojrzenia prezentuja osoby o réznych podejsciach
ideologicznych, np. Odifreddi (poglady lewicowe) oraz
Nembrini i Trombetti (poglady prawicowe). Wierze, ze

w tym artykule udato mi sie przemknaé¢ bezpiecznie
pomiedzy owymi Skylla i Charybda, a Czytelnikowi (ktéry
dotrwal do tego miejsca) wraz ze mna.

Na koniec przypomne, ze uczonych Dante umiescit

w 4. Niebie (nie wiem, czy nie nazbyt pochopnie), oraz
zwroce uwage, ze w przeciwienstwie do logiki odniesienia
do matematyki pojawiajg sie w Komedii gléwnie w Raju.
Przypadek? Nie sadze!



	Intuicja matematyczna w Raju?

