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Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadan z numeru 4/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

716. Sztabka A moze poruszaé si¢ w prowadnicy poziomej, a sztabka B w prowadnicy pionowej
(rys. 1). Scianki prowadnic sg idealnie gladkie. Plaszczyzna styku sztabek nachylona jest do poziomu
pod katem «, a wspdélczynnik tarcia miedzy sztabkami wynosi . Jaka pozioma sile nalezy przylozyc¢
do sztabki A, aby wprawié¢ ja w ruch? Masa sztabki B jest réwna m.

717. Do ogrzewania budynku wykorzystywane jest cieplo oddawane przez pracujacy silnik cieplny.
Silnik ten napedza chlodziarke, ktora pobiera ciepto od wéd gruntowych i réwniez ogrzewa wode
w kaloryferach. Jaka jest maksymalna sprawnos¢ takiego cyklu ogrzewczego, jezeli temperatura
w kotle silnika cieplnego wynosi t; = 210°C, temperatura wody w kaloryferach réwna jest to = 60°C,
a wody gruntowe maja temperature t3 = 10°C?
716. Na rysunku 2 przedstawione sg sily oddzialywania miedzy sztabkami.
Warunek réwnowagi sil dzialajacych na sztabke B w kierunku pionowym ma
postaé

Ncosa — T'sina = mg.
Sily dzialajace na sztabke A w kierunku poziomym w stanie réwnowagi spelniaja
rownanie

F =Tcosa+ Nsino.
Dopdéki sztabki pozostaja w spoczynku, T jest tarciem statycznym i spelniony
jest warunek T' < uN. W przypadku granicznym

N(cosa — psina) = mg oraz F' = N(ucosa + sin a).
Sztabki zaczna si¢ przesuwad, gdy
F > mg(pcosa+sina)/(cosa — psina),

a wspolezynnik tarcia g < 1/tg .
717. Schemat dzialania uktadu przedstawia rysunek 3. Silnik S; pobiera z kotla
cieplo Q1 uzyskane w wyniku spalania paliwa, oddaje ciepto Q2 do uktadu
ogrzewczego i wykonuje prace W = Q1 — Q2. Zakladamy, ze silnik ten ma
maksymalna mozliwa sprawnosé n; = (T — Ts) /Ty = W/Q;. Stad
W = Q1(Th — T2) /T oraz Q2 = Q1T /T1.

Cykl pracy chlodziarki Ss jest cyklem odwrotnym. Pobiera ona ciepto ¢ od
wbd gruntowych i przekazuje ukladowi ogrzewczemu cieplo Q3 = W + q.
Poniewaz znowu zaktadamy, ze jest to maszyna idealna, zachodza zwiazki
N2 = W/Qg = (T2 — T3)/T2 St@d

Q3z =WT/(To —T) = Qi(Ty — To) T2 /T1 (T2 — T3).
Cieplo zuzyte na ogrzewanie budynku wynosi

Q=Q2+ Q3= To(Ty —T3)/T1 (T2 — T3).
Uwzgledniajac, ze T1 = 483 K, T, = 333 K, T3 = 283 K, otrzymujemy sprawnosé¢
uktadu
n=Q/Q1=2.
Fakt, ze sprawnos¢ ta jest wieksza od 1, nie przeczy prawom termodynamiki,
poniewaz pobierane jest tu cieplo z ubocznego zrédla — wéd gruntowych.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 4/2021

Przypominamy tresé¢ zadan:

819. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng. Tréjkat rownoboczny o boku dlugosci n zostat
podzielony (prostymi réwnolegtymi do bokéw) na n? tréjkacikéw o boku 1. Rozwazamy ciagi kolejno
przyleglych tréjkacikéw, z ktérych zaden nie powtarza sie (tréjkaciki przylegte maja wspélny bok).

(a) Wyznaczy¢ najwickszg mozliwg liczbe tréjkacikéw w takim ciggu.

(b) Czy i jak zmieni sie wynik, jesli dodatkowo zazgdamy, by ostatni tréjkacik przylegat do
pierwszego?
820. Udowodni¢ nieréwnos¢ dla liczb dodatnich a, b, c:

a? b2 2

b2+bc+02+ca

w

a24+ab” 2

20



819. Malujemy pola planszy (tréjkaciki jednostkowe) ciag zamyka sie w cykl, jego dtugos¢ jest liczba parzysta,
dwoma kolorami w ,,szachownice”: tréjkaciki podobne wiec nie przekracza n? — n.
do duzego tréjkata w jednokladnosci prostej — to pola

biale; w odwrotnej — czarne. Pola narozne (tj. majace Te wartosci sa osiagalne. Udowodnimy indukcyjnie takie

wspdllny wierzcholek z duzym tréjkatem) sa biale. Pola stwierdzenie:
przylegle maja rézne kolory. W ciagu dlugosci d (kolejno W tréjkacie o boku n istnieje cykl ztozony z n? —n
przyleglych pol) jest co najmniej |d/2| pdl czarnych. pél oraz istnieje cigg dtugoéci n? — n + 1, majacy
Laczna liczba pdl czarnych wynosi (n? —n)/2 (nietrudne poczatek i koniec w dwdch polach naroznych,
sprawdzenie). Zatem d < n? —n + 1. Gdy ponadto taki dowolnie wybranych.

H Latwo sprawdzamy, ze dla n = 2 tak jest (dla n = 1 zadanie nie ma wiele

sensu). Ustalmy liczbe naturalna n > 3 i przyjmijmy stuszno$é stwierdzenia
dla n — 1. Wezmy trojkat ADH o boku n; na jego obwodzie zaznaczmy kolejno
punkty A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, zas wewnatrz — punkty L, M
tak, by tréojkaciki ABK, CDE, GHI byly polami naroznymi tréjkata
ADH, za$ tréjkaciki KLJ, M EF — polami naroznymi tréjkata K EH,
o boku n — 1. W nim (z zaloZenia) istnieje ciag dtugoéci (n — 1) — (n — 1) + 1,
N M czyli n? — 3n + 3, laczacy pola KLJ i MEF. Polami trapezu CEK B
K /{ (w liczbie 2n — 3) dopeliamy go do cyklu dtugosci n? — n.
D

B C W tréjkacie K EH istnieje tez (z zatozenia) ciag dtugosci n? — 3n + 3, biegnacy
od pola GHI do M EF. Dotaczamy do niego pola réwnolegtoboku CEK A, od
CEM do KAB (jest ich 2n — 2). Dostajemy ciag dtugosci n? —n + 1, laczacy
pola narozne GHI, ABK. Przez obrét o 120° mozna dostaé poczatek i koniec
w dowolnie wybranych naroznikach.

UzyskaliSmy obie czesci tezy indukceyjnej. Z udowodnionego stwierdzenia

wynikaja odpowiedzi dla obu czeéci zadania: (a) n? —n +1; (b) n? —n.

820. Poniewaz 2bc < b? + ¢2, zatem
a? S a® B 2a?
b2 +be ~ b2+%(b2+02) 3242
Podobnie szacujemy z dotu dwa pozostate sktadniki podanego wyrazenia.
Wystarczy wobec tego pokazaé, ze
a

2 2 2
(1) PSS
32+ 3c2+a?  3a2+02 7 4

Oznaczmy: 3b% 4 ¢ = u, 3¢ + a? = v, 3a® + b> = w. Ten uktad trzech réwnan
z niewiadomymi a2, b2, ¢ ma jedyne rozwigzanie:

9 Yw—-3u+v 9 Yu—-3v+w 9 Yv—-3w+u
@ =T Ve T T
Croléwka ligi zadaniowej Klub 44M  Lewa strona dowodzonej nieréwnosci (1) przybiera po wprowadzeniu wartosci (2)

w

po uwzglednieniu ocen rozwiazan ostaé

zadan 813 (WT = 2,95) i 814 (WT = 1,02) P > 2 2 1 /9 9 9

2 numeru 1/2021 L.:a++c:(w_%ﬂ+1uﬁ+w+v_&ﬁﬁ:
Jerzy Cisto Wroctaw 43,40 u v w 28 u U v v w w
Pawel Burdzy Warszawa 43,18
Jakub Wegrecki Krakéw 41,76 — g g E g _ g i E g E .
Mikolaj Pater Opole 40,11 28 \ v w U 28 28 \ u ) w
Michal Adamaszek Kopenhaga 35,88 . L. . . . .
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74 W ostatnim uzyskanym wyrazeniu sumy w nawiasach sg nie mniejsze niz 3
Witold Bednarek Lodz 33,04 FATA 44 3 4 i3 3 3 .
Marein Kasporski  Watszawa 32,68 (nier6wnosé miedzy $rednimi). Teza (1) wynika stad natychmiast:
Kacper Morawski Warszawa 32,13 L> 9 3 9 4 1 3 3

~ 28 28 28 4

(Witold Bednarek, autor zadania, przedstawil ten ladny dowod).

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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