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‘W ogdlnosci, réwnanie rézniczkowe moze
mieé bardzo duzo grup symetrii. Na
przyklad tatwo to zauwazyé w przypadku
réwnania y'(z) = 0.

Réwnania rézniczkowe i geometria (II)
Grzegorz LUKASZEWICZ*, Piotr KRZYZANOWSKI*

Norwegia, maty i przez dtugi czas bardzo ubogi kraj na obrzezach Europy, data
Swiatu wiele; miedzy innymi dwie matematyczne gwiazdy pierwszej wielkosci:
Nielsa Henrika Abela (1802-1829) i Sophusa Liego (1842-1899). Obaj uczeni
dokonali odkry¢ przelomowych, coraz bardziej obecnych we wspoélczesnej
matematyce i fizyce. Nie ma tu miejsca na szersze oméwienie, odsytamy do
bibliografii [Cantwell], wspomnijmy tylko, ze Sophus Lie uczeszczal na wyklady
Ludwiga Sylowa (1863) poswiecone teorii Galois, a pdzniej, w 1870 roku,

w rezultacie wspolpracy z Feliksem Kleinem wpadl na pomysl, ze jest mozliwe
stworzenie dla réwnan rézniczkowych analogii do teorii Galois dla réwnan
algebraicznych. Jego prace mialy bardzo silne podloze geometryczne.

7 koniecznoéci mozemy tu przedstawié¢ tylko skrawek teorii grup symetrii Liego —
i to w wielkim skrocie. Chodzi nam gtéwnie o przyblizenie pewnych pomystow,
bez wchodzenia w szczegdly.

Niech S bedzie wykresem funkeji f(z,y), czyli powierzchnia zadana w przestrzeni
tréjwymiarowej (z,y, z) réwnaniem z = f(z,y).

Zal6zmy, ze funkcja y = y(x) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

(1) y'(2) = f(z,y),

w pewnym obszarze D plaszczyzny (x,y). Trajektoria ¢ rozwigzania y = y(z)
na plaszczyznie (z,y) ma swéj odpowiednik na powierzchni S, jest to krzywa
Oz (z,y(2),y(z) = (z,y(z), f(x,y(z)). Powierzchnie S nazywamy
powterzchnig réownania rézZniczkowego .

Zalézmy, ze przez kazdy punkt rozwazanego obszaru D (mozemy przyjaé

dla uproszczenia, ze jest to cala plaszczyzna) przechodzi dokladnie jedna
trajektoria rozwiazania réwnania (|1)). Podobnie jak plaszczyzna (x,y) jest utkana
z trajektorii rozwigzan réwnania (1), powierzchnia S jest utkana z lezacych na
niej obrazéw tych ostatnich.

Najprostszym i bardzo waznym przykladem jest sytuacja, gdy funkcja f zalezy
tylko od zmiennej x:

(2) y'(x) = f(2).
W tym wypadku powierzchnia S jest utkana nie tylko z rodziny krzywych &, ale
takze z rodziny prostych réownoleglych do osi OY.

Jesli trajektorie ¢ rozwiazania réwnania (2|) przesuniemy w kierunku osi OY

o pewien wektor, to otrzymamy takze pewng trajektorie, oznaczmy ja przez ¢s,
rozwiazania tego réwnania, a obraz ®; na powierzchni S trajektorii ¢; przesunie
sie analogicznie na obraz ®, trajektorii ¢o, lezacy takze na powierzchni S.

Odpowiednikiem analitycznym powyzszej waznej uwagi jest stwierdzenie, ze
zmiana zmiennych

(3) i(z,y,e) =z, J(@,y,€) =y+e,
gdzie e jest dowolna liczba rzeczywista, przeprowadza rozwiazanie y = y(z) na
rozwiazanie § = §(Z), tzn.

(4) jesli y'(x) = f(z), to §'(2) = f(2).

Doszliémy do fundamentalnych pojeé. Przeksztalcenia wspoélrzednych

tworza jednoparametrowa grupe (dla e = 0 mamy przeksztalcenie
identycznosciowe, dla kazdego przeksztalcenia istnieje przeksztalcenie
odwrotne, przeksztalcenia mozna sktadaé, skladanie jest taczne), zwana grupg
symetrit rownania rozZniczkowego . Samo rownanie rézniczkowe nie zmienia
sie przy przeksztalceniach wspoélrzednych swoich grup symetrii. Méwimy

o niezmienniczosci rownania ze wzgledu na te przeksztalcenia.

Zauwazmy, ze rOwnanie rozniczkowe postaci mozna scalkowaé bezposrednio,
przykladajac operator calki do obu stron, co daje

(5) y(x) :/f(ac)dx.
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Tej waznej wlasnosci nie maja réwnania postaci . Aby méc je scatkowaé, czyli
znalez¢ ich rozwiazania, mozemy skorzysta¢ z nastepujacego pomystu.

Dla danego réwnania rézniczkowego y' () = f(x,y) znajdujemy najpierw
transformacje zmiennych (r, s) = (r(x,y), s(z,y)) taka, ze w nowych zmiennych
réwnanie ma postaé s'(r) = g(r). Nastepnie calkujemy bezposrednio otrzymane
réwnanie, a na koniec przedstawiamy otrzymane rozwiazania w zmiennych (z,y).
Otrzymane w ten sposéb funkcje sa rozwiazaniami réwnania y'(z) = f(x,y).

Ten pomysl jest prosty (nawet genialny) i ma znamiona metody ogdlnej. Jego
realizacja jednak nie jest prosta. ChcielibySmy mie¢ bowiem ogdlny algorytm,
czy metode, znalezienia wladciwej transformacji wspétrzednych z (x,y) na (r, s).
Tu wtasnie przychodzi z pomoca teoria grup symetrii réwnan rézniczkowych.
Okazuje sie, ze znalezienie grupy symetrii danego réwnania rézniczkowego moze
by¢ prostsze od znalezienia rozwiazania samego réwnania.

Zalézmy zatem, ze znamy pewna grupe symetrii danego réwnania postaci .
Szukamy takiej zamiany zmiennych z (z,y) na (r, s), ze trajektorie wspomnianej
grupy réwnania przechodza na trajektorie grupy translacji

(7,8) = (7(r,s,€),8(r,5,€)) = (r, s +€).
Wtedy samo réwnanie transformuje si¢ do réwnania postaci s'(r) = g(r), ktére
juz umiemy scatkowac. Zadanie uproécilto si¢ wiec do znalezienia odwzorowania
prostujacego krzywe danej rodziny.

Zobaczmy, jak to wyglada na przyktadzie:
Réwnanie Riccatiego

Rozwazmy réwnanie postaci dy/dz = a(x)y? — b(z)y — c(z), nazywane réwnaniem
Riccatiego. Nie znamy sposobu rozwiazania tego réwnania w tak ogdélnej postaci.
Niemniej w niektérych szczegdlnych przypadkach mozna sobie z nim poradzié.

Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) “eémy na warsztat naStquj@Cy konkretny przypadek:
dy 5 2y 1
6 e 0),
(6) Ve - @ #0)

i sprobujmy znalezé jego rozwigzanie ogdlne, czyli rodzine krzywych, do ktérych
styczne w kazdym punkcie danej krzywej wyrazaja sie powyzszym réwnaniem.

Wskazmy wygodng grupe symetrii!

Nie bardzo wiadomo, jak sie zabra¢ za to réwnanie... wykorzystamy wiec
pomyst przedstawiony powyzej. Aby znalezé grupe symetrii rownania, mozemy
skorzystaé¢ z ogdlnego algorytmu, ale péjdziemy na skroty. Struktura réwnania
podpowiada, zeby sprébowaé transformacji skalowania (z,y) — (az, by)

z pewnymi stalymi a i b. I rzeczywiscie, tatwo sprawdzié¢, ze réwnanie jest
niezmiennicze ze wzgledu na te transformacje, o ile stale spelniaja b = a2, a wiec
ze wzgledu na cala grupe transformacji

(7) (i‘,@) = (i(m,y,e),g](m,ym)) = (€€$76_26y).
W zmiennych @ rownanie @ wyglada zatem tak samo:
dj ..o 29 1 N
— =3y - ==, (@#0).
W7 o m @70
Szukamy teraz zmiennych (r, s), w ktérych trajektorie @ beda prostymi postaci

Powierzchnia réwnania Riccatiego (8) (,p’ §) = (f(r’ S, 6), §(7” S, 6)) = (’I“, S+ 6).

~—

Po uwaznym przyjrzeniu sie zalezno$ciom i znajdujemy, ze zmienne
2
(9) (r,s) = (z7y,Inz])
spelniaja ten warunek, czyli sa zmiennymi kanonicznymi. W tych nowych
zmiennych nasze réwnanie rézniczkowe przyjmuje postaé
Rézniczka funkcji z = f(x,y) w punkcie ds 1
(zo,y0) to wyrazenie (10)
dz = § (20, y0)dz + FL (20, y0)dy,

w jezyku geometrii: réwnanie plaszczyzny Rzeczywiécie, Z @ i @ mamy
stycznej do wykresu funkcji z = f(z, y)

dr  r2—1

w i f stawi 2 1
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Powierzchnia réwnania Riccatiego
w zmiennych kanonicznych

oraz
1

ds = —
||

dx,

i korzystajac z @, dostajemy . To ostatnie rownanie tatwo scatkowac,
otrzymujac

r—1
=1 .
s(r) =In ]
Powré6t do zmiennych (x,y) daje rozwigzanie ogdlne
¢+ z? 1 2
11 - =~
(11) Y x?(c—2x2) 22 2?+4c

naszego réwnania @ A o to nam wlasnie chodzito.
A jak by to zrobil komputerowy pakiet obliczen symbolicznych?

Krytyczny Czytelnik zdazyt juz zapewne zauwazy¢, ze kluczowym momentem
byta chwila olénienia, dzigki ktérej zgadlidémy, jaka jest wlasciwa transformacja
(2,9), co pozwolito nam (po ukrytych przed Czytelnikiem Niecierpliwym
rachunkach) wygenerowaé nowy uklad zmiennych (r,s) i dojsé do koricowego
prosciutkiego réwnania . A Pedantyczny Czytelnik dostrzegl na dodatek, ze
do uzyskania finalnego wzoru takze nalezalo wykazaé si¢ jakas, cho¢ nie
przesadna, sprawnoscia rachunkowa.

Pakiety obliczen symbolicznych, takie jak komercyjny Maple czy darmowe SymPy
lub Maxima, w miejsce blyskotliwych ol$nien stosuja podejscie pilnego czytelnika
podrecznikéw rozwiazywania réwnan rézniczkowych. Po wstepnych uproszczeniach
klasyfikujg réwnanie, sprawdzajac, czy moze jest postaci, dla ktérej pewna
mechaniczna metoda sprowadzenia zadania do obliczenia calek moze mieé¢ szanse
powodzenia (np. czy jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych). Oczywiscie
rownanie moze da¢ sie sklasyfikowaé na kilka sposobéw.

Zobaczmy, jak to dziala w module obliczenn symbolicznych dla Pythona, czyli
SymPy. Zdefiniujemy w nim nasze réwnanie Riccatiego @, a potem poprosimy
o sklasyfikowanie, a na koniec rozwigzanie tego réwnania:

from sympy import *

from sympy.abc import x

y = Function('y")(x)

deq = Eq( y.diff(x), xxy**2 — 2xy/x — 1/x*%3 )
typ = classify_ode(deq, y)

sol = dsolve(deq, y)

Po klasyfikacji réwnania program podejmuje préby rozwigzania kolejnymi
algorytmami wlasciwymi dla danego typu, az do skutku. Okazuje sie, ze wedlug
SymPy nasze réwnanie mozna sprébowac rozwiazywacé przez sprowadzenie do
réwnania o zmiennych rozdzielonych (ewentualnie bez obliczania finalowych
calek, jesli okaza sie za trudne) lub metoda grup Liego.

No i juz pierwsza z brzegu metoda, czyli préba sprowadzenia do réwnania
postaci ' = F(z"y) - (y/x) — ktére potem sprowadza sie do réwnania o zmiennych
rozdzielonych, a to z kolei do zwyklego catkowania — daje blyskawiczny
i zachwycajacy wynik: (Ciz? + 1)

yl(@) = z2(Chaz? — 1)’
Po przeksztalceniu pokrywa si¢ on z uzyskanym przez nas rozwiazaniem .

Mozemy tez zazadaé, by SymPy rozwiazal nasze réwnanie przez grupy

Liego. Wtedy algorytm bedzie tylez cierpliwie, co bezrefleksyjnie, prébowat
skorzystaé z kolejnych heurystyk opisanych w pracy [Cheb-Terrab et al.] —

w naszym przypadku dopiero czwarta préba zakoriczy sie sukcesem. Nowy uktad
wspoélrzednych, do jakiego dochodzi SymPy, zupelnie nie przypomina @:

1 22
(T,S)— (y_IQa 2)7

lecz za to réwnanie przyjmuje w nim jeszcze prostsza(!) postaé:
ds 1

dr 72’


www.sympy.org
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A potem juz z gorki: reszta jest liczeniem — jak mawia Marcin Kuczma,
parafrazujac ostatnie stowa Hamleta — ale i tak cieszymy sie, ze koriczace sprawe
catkowanie, podstawienie, uproszczenie i rozwiklanie wykonal za nas automat.

Mozna by zapytaé, dlaczego nie uczono nas na studiach metod opartych na
grupach symetrii jako ,uniwersalnego” przepisu na spreparowanie rozwiazan
wiekszosci zadan rachunkowych z réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Jednym
z powodéw jest to, ze te metody, nawet po przyjeciu upraszczajacych zalozen
co do postaci poszukiwanych obiektéw, wymagaja przeprowadzenia zmudnych
i nudnych rachunkéw. Cho¢, z drugiej strony, znajomos¢ symetrii réwnania to
duzo wiecej niz tylko znajomosé jego rozwiazania, zob. [Cantwell, str. 291-293].

Teraz systemy obliczen symbolicznych sa powszechnie dostepne i potrafia
rozwiazaé¢ wiekszos¢ zadan typu ,,wyznacz rozwiazanie ogélne réwnania
rézniczkowego” — choé czasem trzeba wyprébowaé kilka programéw. Co
znamienne, juz w artykule [Cheb-Terrab et al.] sprzed prawie 20 lat, opisano
program komputerowy wykorzystujacy techniki grup symetrii Liego i kilka
sprytnych heurystyk, ktéry (testowany na 552 przykladach z budzacej strach
wéréd studentéw klasycznej ksiazki Kamkego) mial skutecznosé 78% — a to
zastugiwaloby na solidna czworke!

m Zadania

kapilarny mostek

Przygotowat Dominik BUREK

M 1678. W turnieju szachowym kazdy uczestnik gral z kazdym dokladnie
jeden raz. W kazdej rundzie kazdy uczestnik zagral jedna partie. W co najmniej
polowie wszystkich partii obaj uczestnicy pochodzili z tego samego miasta.
Udowodnij, ze w kazdej rundzie doszlo do przynajmniej jednej rozgrywki,

w ktérej spotkaly sie osoby z tego samego miasta.

Rozwiazanie na str. 18

M 1679. Czy istnieje 19-kat wpisany w okrag, ktérego wszystkie boki sa rézne,
a miary katéw wewnetrznych (wyrazone w stopniach) sa liczbami catkowitymi?
Odpowiedz uzasadnij.
Rozwiazanie na str. 3

M 1680. Rozwiaza¢ uktad réwnan
3Sr—y o 3Yy—z o
c—3y 0 y—32

w liczbach rzeczywistych x, y, z.

Rozwigzanie na str. 17

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1027. Budowe zamku z piasku czesto przerywaja ,katastrofy budowlane”
polegajace na peknieciu i obsunieciu sie gérnej czesci budowanej wiezy wzdtuz
plaszezyzny nachylonej do poziomu pod pewnym katem o > /4. Piasek uzyty do
budowy wiezy musi by¢ mokry. Suchy piasek obsypuje sie, przybierajac ksztalt
stozka o tworzacej nachylonej do poziomu pod katem ¢, przy czym tg ¢ ~ pu,
gdzie p jest wspotczynnikiem tarcia miedzy ziarnami piasku. Piasek nie moze tez
by¢ zbyt mokry, bo wtedy ma konsystencje (plynnego) blota. Budowa zamkéw
jest mozliwa, gdy wody jest doktadnie tyle, zeby zwilzala ziarna piasku, tworzac
zlepiajace je ,mostki” (rysunek). Ile wynosi kat a?

Dla suchego piasku o jednakowych (w przyblizeniu), kulistych ziarnach ¢ ~ 30°.
Rozwiazanie na str. 19

3z—=w 9

) )

z—3x

F 1028. Naladowane czastki poruszajace sie w przestrzeni kosmicznej

osiagaja ogromne energie kinetyczne. Jako jeden z mozliwych mechanizméw
,rozpedzania” takich czastek Enrico Fermi wskazal przelot czastki przez obszar
pola magnetycznego — np. wewnatrz miedzygwiazdowych oblokéw zjonizowanego
gazu. Wiemy jednak, ze oddzialywanie z polem magnetycznym nie zmienia
energii kinetycznej natadowanej czastki. Czy wiec proponowany mechanizm
»brzyspieszania” czastek jest realistyczny?

Rozwigzanie na str. 17
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