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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 811 (WT = 2,44) i 812 (WT = 1,60)
z numeru 12/2020

Marcin Matogrosz ~ Warszawa 45,69

Pawetl Burdzy Warszawa 43,18
Jerzy Cisto Wroctaw 42,38
Jakub Wegrecki Krakéw 41,76
Mikotaj Pater Opole 36,14
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74
Marcin Kasperski Warszawa 32,68
Kacper Morawski Warszawa 32,13

Pan Marcin Matogrosz przekracza prég
44p. juz po raz czwarty.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2021

Przypominamy tresé¢ zadan:

817. Dany jest réwnolegtobok ABCD z katami ostrymi przy wierzchotkach A, C. Punkty K, L

(w jego plaszczyznie) sa wyznaczone przez warunki prostopadtosci DA | AK, DB | BK, DB | BL,
DC 1L CL. Proste AK i CL przecinaja si¢ w punkcie M. Dowie$¢, ze proste styczne w punktach

K, L do okregu opisanego na tréjkacie K LM przecinaja si¢ w punkcie D.

818. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 9 istnieje taka liczba naturalna m < n/3, ze
réznica 2" — 2™ jest podzielna przez n.

817. Nalezy pokazaé, ze proste KD, LD sa styczne do okregu (K LM). Zgodnie
z twierdzeniem o stycznej i cieciwie, jest to réwnowazne rownosci katéw:

(1) ¥MKL = xCLD, ¥MLK = xAKD.

Czworokaty ADBK oraz CDBL maja katy proste przy wierzchotkach A, B oraz
B, C; kazdy z nich ma wiec okrag opisany. Wobec tego

¥MKL = ¥ADB, %ABD = xAKD,
XMLK = xCDB, %CBD = xCLD.

Do uzyskania zwiazkéw (1) wystarczy mieé¢ réwnosei
¥ADB = ¥xCBD, xCDB = xABD

— a one sg oczywiste, bo to pary katow naprzemianlegtych w réwnolegtoboku
ABCD.

818. Wykazemy najpierw teze zadania dla liczb nieparzystych n > 3 (zalozenie
n > 9 nie bedzie chwilowo potrzebne). Wystarczy znaleZé liczbe naturalng ¢
spelniajaca warunki

(2) 2=1 (modn) oraz 2n<l<n;

wéwcezas bowiem liczba m = n — £ czyni zado$¢ wymaganiom: 0 < m < %n;
2" = 2m2% = 2™ (mod n).

Uzyjemy funkeji Eulera ¢, okredlonej (na przyklad) wzorem
p—1
(3) p(n)=n]] Y

(iloczyn po wszystkich dzielnikach pierwszych p liczby n); widaé z tego wzoru,
ze ¢(n) jest liczba parzysta dla n > 3.

Skoro n jest liczbg nieparzysta, podstawowa (a,b wzglednie pierwsze), wynika stad, ze
wlasnoéé funkcji ¢ (twierdzenie Fulera) zapewnia, 92208 — 1 (mod n).

ze 2¢(™ =1 (mod n). Jedli wiec ¢(n) > 2n, to
biorac we wzorze (2) £ = ¢(n), mamy to, o co
chodzi. Taka sytuacja zawsze ma miejsce, gdy n jest
potega liczby pierwszej: n = ¢7; bo wtedy (wzér (3)):

p(n) =n-1= > 2n.

Skoro ¢(n) < Zn, liczba 2a8 = $¢(n) jest mniejsza
niz %m wiec pewna jej wielokrotnosé (oznaczmy ja )
wpada do przedziatu [%n, n); zatem spelnia wymagany

warunek (2). Mamy teze dla n nieparzystych, n > 3.
Niech teraz n > 8 bedzie liczba parzysta — ale nie potega

Zbadania wymaga sytuacja, gdy ¢(n) < %m zatem dwoéjki: n = 2J¢; ¢ > 3 nieparzyste; j > 1. Na mocy
liczba n nie jest potega liczby pierwszej i daje si¢ wykazanej czedci zadania istnieje liczba naturalna
przedstawié jako iloczyn czynnikéw (nieparzystych) b < i, dla ktérej 20 = 2¢ (mod c). Niech m = 2ib;

a,b > 3, wzglednie pierwszych. Wéwcezas ¢(n) = ¢(a)o(b) satem 2™ = 27 (mod ¢). Ponadto m > 2/ > j, skad
(znana wlasnosé funkcji Eulera). W mysl wezeéniejszej 2m = 2" (mod 27). W konsekwencji 2™ = 2" (mod 2/¢),
uwagi, wartosci ¢ dla argumentéw a, b sa parzyste: czyli (mod n) — jak wymaga teza zadania.

o(a) = 2a, p(b) = 28; tak wiec p(n) = 4a. Przy tym
(znéw na mocy twierdzenia Eulera):

Pozostaje przypadek, gdy n > 8 jest potega dwdjki:
n=27; j > 4. Teraz wystarczy wzia¢ m = L%n] Dla

200 — 28 — )
%=1 (moda), 27 = (mod b), j =2 4 mamy %n = %23 > 7, wiec m > j; kazda z liczb
skad (przez podniesienie do poteg 3, a): 22¢% =1 2™ 2™ dzieli sie przez 27, czyli przez n. Wszystkie
zaréwno (mod a), jak i (mod b). A poniewaz n = ab przypadki zostaly rozpatrzone, dowdd jest zakonczony.
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Rys. 1

~

Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
706 (WT = 2,6), 707 (WT = 1,67),

708 (WT = 2,36) i 709 (WT = 1,65)
z numeréw 11/2020 i 12/2020

Tomasz Wietecha Tarnéw 15 — 45,27
Jan Zambrzycki  Bialystok 3 — 44,89
Michatl Kozlik Gliwice 4 — 42,82
Tomasz Rudny Poznan 41,38
Konrad Kapcia Poznan 1 - 33,63
Piotr Adamczyk  Warszawa 33,44
Pawel Perkowski Ozaréw 3 — 32,26
Ryszard Wozniak Krakéw 31,46
Jacek Konieczny Poznan 31,33
Stawomir Bué Mystkow 29,75
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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2021
Przypominamy tre$¢ zadan:

714. Ciezka skrzynia przesuwana jest przy pomocy dwoch traktoréow, ktére poruszaja sie
z predkosciami vy i v, miedzy ktérymi jest kat o (rys. 1). Jak jest skierowany i jaka ma wartosé
wektor predkosci skrzyni w chwili, gdy liny sa réwnoleglte do wektorow vy i v2?

715. Do jakiego napigcia naladuje si¢ kondensator o pojemnoéci C' po zamknieciu klucza K
w obwodzie przedstawionym na rysunku 27 Jaka bedzie maksymalna warto$é¢ natezenia pradu
podczas tadowania? Sila elektromotoryczna baterii wynosi £, opér wewnetrzny baterii i opory
przewodéw laczacych sg zaniedbywalne. Dioda jest idealna — w kierunku przewodzenia ma opér
zerowy, a w kierunku zaporowym jej opér jest nieskoriczenie wielki. Indukcyjnoéé cewki L jest na tyle
duza, ze proces ladowania jest powolny.
714. Liny sa nierozciagliwe, wiec rzut prostopadty wektora predkosci skrzyni v
na kierunek pierwszej liny ma wartos¢ vy, a na kierunek drugiej vo. Wektory
v1 1 v sa skladowymi predkosci skrzyni, ale z réznych rozktadéw na kierunki
prostopadle. Koniec wektora v znajduje sie na przecieciu prostopadlych do
lin, wystawionych z konicéw wektoréw vy i va (rys. 3). Z rysunku widaé, ze
vy = vcos(a — ) oraz vy = vcos 5. Stad

v /v = cos B/(cosacos B+ sinasin 8) = 1/(cos a + sinatg 8),

tgf = v1/(vasin ) — ctg a.

Wartosé wektora predkosci skrzyni dana jest wzorem

v = vg/cos B = vay/ 1+ tg? 3.

715. Oznaczmy przez Qumax maksymalny tadunek na kondensatorze po
zakonczeniu procesu tadowania. Praca Zrédla pradu réwna jest energii pola
elektrycznego wewnatrz kondensatora

ngax = Qmax2/2c7 St@d Qmax =2C¢€.

Maksymalna warto$¢ napiecia, do jakiego naladuje sie kondensator, U = 2€&.
Drugie prawo Kirchhoffa dla badanego obwodu ma posta¢

(%) E—-LdI/dt—Q/C =0.

Gdy natezenie pradu jest maksymalne I = I, jego pochodna po czasie znika

i tadunek na kondensatorze Q = CE. Z zasady zachowania energii mamy wtedy
EQ = Lln.2/2+ Q%/2C.

Iax = £/C/L.

Mozemy tez znalezé zalezno$é od czasu natezenia pradu w obwodzie i ladunku
na kondensatorze. Rézniczkujac réwnanie (x) po czasie otrzymujemy

d*I/dt* + 1/LC = 0.
Rozwiazanie tego réwnania po uwzglednieniu, ze I(0) = 0, ma postaé

gdzie w = 1/VLC.

Stad

I = Ihax sinwt,
Ladunek na kondensatorze

Q = —(Imax/w) coswt + Inax/w,
bo Q(0) = 0. Podstawiajac I oraz @ do réwnania (x), ktére musi by¢ spelnione
w kazdej chwili czasu, otrzymujemy

Inax = EwC = E\/C/L,  Qumax = 2Imax/w = 26C.

Zaleznos¢ natezenia pradu w obwodzie i ladunku na kondensatorze od czasu
ilustruja rysunki 4a i 4b.

wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbeg

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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