* Flatlandia, czyli kraina plaszczakdw,

Edwin Abbott (1884).

Geodezyjna na sferze

- /
[
’
[
’
[
1
aV Sé
A
’
[
> L
b
b
]
[
’
[
’
[
1
a¥ Sé
A
\
\
\ >

Torus i butelka Kleina z przyktadowa

geodezyjna
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Ptaszczyzna rzutowa z przykladowsa

geodezyjna

Kartografia (normalna) Plaszczakéw
Michal MISKIEWICZ

Whbrew pozorom tematyka tego artykulu jest calkiem powazna, ale powotane
do zycia przez Edwina Abbotta Plaszczaki* — wyimaginowane stworzenia
zyjace w dwuwymiarowym $wiecie — sa doskonalym materiatem do pewnego
eksperymentu myslowego. Chodzi mianowicie o to, by o geometrii powierzchni
(lub ogdblniej — rozmaitosci) nie mysle¢ w sposéb zewnetrzny, jak czlowiek
patrzacy na lezacy przed nim obrazek, ale wewnetrzny, wlasciwy namalowanym
na obrazku postaciom, ktérych percepcja (o ile ja maja) ogranicza sie do dwéch
wymiarow.

Wspélczesna geometria wiele zawdziecza takiemu ujeciu tematu. Bez tego nie
mieliby$my ani ogdlnej teorii wzglednosci, ani teorii potokow Ricciego wraz
z dowodem hipotezy Poincarégo.

Punktem wyjscia naszej historii bedzie zainteresowanie Kréla Plaszczakow
ksztaltem wlasnego krolestwa M. W celu stworzenia mapy Krol wystatl swoich
rycerzy ze stolicy S we wszystkie kierunki Swiata z nakazem péjscia prosto
przed siebie ze stala predkoscia (kazdy z ta sama). Po powrocie kazdy mial
zdaé¢ raport, podajac napotkane punkty charakterystyczne wraz z odlegtoscig
od stolicy. Znajac kierunki ich podrézy, Krol moze potem nanie$é te punkty na
tworzong przez siebie mape kroélestwa, zwana mapa wykladniczg lub po prostu
normalng. Proste?

Nie do konca. Na poczatek warto wyjasnié, co znaczy prosto przed siebie. W tym
celu oznaczmy przez y(t) polozenie danego rycerza w chwili ¢; innymi stowy, jego
ruch opisujemy funkcja v: [0, 00) — M. Wedlug rozkazu Kroéla:

o rycerz wyrusza ze stolicy, czyli v(0) = S;

e ma wyznaczony kierunek podrézy, a wiec 4'(0) jest z géry zadanym wektorem
poczatkowej predkosci (dla ustalenia uwagi — jednostkowym);

e ma sie poruszaé prosto przed siebie ze stala predkoécia, co wyraza sie przez
brak przyspieszenia, czyli warunek 7" (¢) = 0 dla wszystkich ¢ > 0.

W $wiecie Plaszczakoéw, czyli — na dobra sprawe — w Swiecie zupelnych
rozmaito$ci Riemanna, takie réwnanie rézniczkowe zwyczajne v/ = 0 ma
jednoznaczne rozwiazanie. To rozwiazanie, czyli krzywa v: [0,00) — M,
nazywamy geodezyjng (o zadanym punkcie poczatkowym i predkosci
poczatkowej).

Dla mieszkanicéw sfery (w dobrym przyblizeniu — dla nas samych) geodezyjnymi
sg fragmenty okregéw wielkich, czyli krzywych powstalych przez ciecie sfery
plaszczyzng przechodzaca przez jej srodek. Na sferze jednostkowej

$* ={(z,y,2) 1 0® +y7 +2° =1}
(rozumianej jako podzbiér R?) przyktadowa geodezyjna jest krzywa
~(t) = (cost,sint,0). Czytelnik znajacy rachunek rézniczkowy moze obliczyé
druga pochodna kazdej ze wspolrzednych i zaprotestowaé, ze otrzymany wektor
(—cost, —sint, 0) nie jest zerowy. Sek w tym, ze jest to obliczenie drugiej
pochodnej funkcji o wartosciach w R3, a nie w S?! Natomiast przyspieszenie
odczuwane przez Plaszczaka poruszajacego sie ta krzywa (czyli wewnetrzna
druga pochodna funkcji v: R — S?) jest rzutem wyznaczonego wyzej wektora na
plaszezyzne styczna do sfery w y(t), a rzut ten rzeczywiscie jest zerowy.

Pouczeni tym przykladem spdjrzmy jeszcze na trzy inne — torusa, butelke
Kleina i plaszczyzne rzutowa. Pierwsze dwie powierzchnie mozna przedstawic
jako kwadrat z odpowiednio sklejonymi bokami, przy czym strzaltki wskazuja,
co z czym laczyé; w obu przypadkach boki oznaczone strzatka a tatwo skleié,
otrzymujac walec. Dla torusa sklejenie strzalek b jest mozliwe, chociaz kosztem
pewnego zdeformowania materialu (a wiec i geometrii!), co daje dobrze znany
ksztalt detki rowerowej. Do sklejenia butelki Kleina potrzebujemy albo pewnego
oszustwa (samoprzeciecia), albo odrobiny czwartego wymiaru. To samo tyczy sie
plaszczyzny rzutowej, zadanej jako polsfera, na ktorej brzegu sklejono punkty
antypodyczne.
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Czego Plaszczak nie zobaczy: torus jako
detka i butelka Kleina jako powierzchnia
z samoprzecieciem

Droga rycerza zmuszonego do
zatrzymania si¢ w wierzchotku
paraboloidy z = z? + yz. Przerywang linig
zaznaczono inng, krétszg droge na druga
strone wierzchotka

s
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Poréwnanie drogi rycerza A («) z droga
rycerza B (). Przez ~ oznaczono
brakujacy fragment, ktérego A nie zdazyt
przejsé

The Shape of Space, Jeffrey Weeks,

wyd. 2 (2002).

Autor prowadzi Czytelnikéw od
geometrycznych przygdd Plaszczakow,
licznych przykladéw i gier, przez
klasyfikacje powierzchni az do kosmologii
i hipotezy geometryzacyjnej Thurstona
(ktérego byt doktorantem). Czesé gier jest
dostepna online: geometrygames.org/SoS|

Nie przejmujmy si¢ tym czwartym wymiarem — wszak Plaszczaki i tak
dostrzegaja jedynie dwa wymiary, wiec dla nich to niewielka réznica. Do
wyznaczenia geodezyjnych wyjsciowe diagramy w zupelnosci wystarcza, co
zreszta zostalo juz przedstawione na rysunkach.

Czas na druga trudnosé¢ — czy rycerze kiedykolwiek trafia z powrotem do stolicy,
by zdaé raport? Na sferze tak, ale na torusie wiekszoé¢ z nich bedzie btadzié
w nieskonczonosé. By tego uniknaé¢, Kréol wydal dodatkowy rozkaz:

e kazdy rycerz ma zakoriczyé¢ swoja misje, gdy tylko napotka innego rycerza lub
jego $lady.

Zakladajac, ze krolestwo jest skonczone — w jezyku technicznym zwarte —
zagwarantowal w ten sposob, ze po pewnym czasie wszyscy rycerze beda mogli
wrécic i zdaé raport z odwiedzonych miejsc. I w ten sposéb dochodzimy do
trzeciej i najwazniejszej trudnosci — czy w takiej sytuacji mozemy mieé¢ pewnos¢,
ze kazdy punkt w krélestwie znajdzie sie na mapie?

Warto zauwazy¢, ze rycerze moga sie spotykaé (i w rezultacie zatrzymywac)
w parach, czworkach, a nawet i wszyscy naraz! Na szczegblna uwage zashuguje
paraboloida z = 2% + y? i los rycerza wystanego z S = (1,0,1) w kierunku
wierzchotka (0,0, 0). Chociaz dochodzi on tam jako pierwszy i jedyny, to jest
zmuszony sie zatrzymac, a to dlatego, ze w kazdym nastepnym punkcie jego
trasy ktos go juz ubiegt.

Pozostaje przekonaé sie o kompletnodci powstalej mapy — sprawdziliémy to na
kilku przyktadach, ale czas na ogdlny dowdd. Dla ustalenia uwagi sprawdzimy,
czy na mapie znajdzie si¢ Pieczara Smoka (punkt P). W tym celu rozwazmy
najkrétsza droge z S do P. O takiej najkrotszej drodze wystarczy nam wiedzied,
ze istnieje (co najmniej jedna) oraz ze na pewno jest geodezyjna. Wynika stad,
ze droga ta jest tozsama z trasa pewnego rycerza A. Jesli P nie znajduje sie

w jego raporcie, to widocznie A zatrzymal sie juz wczesniej. Oznacza to jedna

z dwéch rzeczy:

— Przed dotarciem do P rycerz A napotkal Slady innego rycerza B w pewnym
posrednim punkcie M. Widocznie B odnalazt krétsza droge 5 z S do M, wiec
taczac ja z brakujacym fragmentem ~, otrzymujemy droge S U~ z S do P krotsza
od drogi o U~. Ale o tej drugiej zalozylismy, ze jest najkrétsza — sprzecznosc!

— Zatrzymal sie w momencie spotkania innego rycerza B w pewnym punkcie M.
Skoro obaj doszli do M jednoczesnie, to ich trasy a, f maja t¢ sama diugosé.

A skoro a U7y jest najkrotsza droga z S do P, to jest nig rowniez 8 U . Z naszej
wiedzy o najkrotszych drogach wynika wtedy, ze 5 U~ musi by¢ geodezyjna! To
jest jednak sprzeczno$é z jednoznacznoscia geodezyjnych, gdyz rozpatrujac trasy
a U~ i B U~y przebywane wstecz, otrzymujemy dwie rézne geodezyjne dzielace
wspélny poczatkowy fragment.

Ostatecznie mozemy stwierdzié¢ z cala pewnoscia, ze kazdy punkt krélestwa
znajduje sie na mapie, i prawie kazdy w jednym egzemplarzu. Wyjatek stanowia
lezace na brzegu mapy punkty ciecia (cut points), czyli koncowe punkty drég
rycerzy. O zbiorze wszystkich takich punktéw (po angielsku nazywanym cut
locus) wiadomo, ze ma zerowe pole (zaréwno jako podzbiér mapy, jak i podzbiér
krélestwa), wiec jest niejako zaniedbywalny. Co nie znaczy, ze nie jest wazny!

Czytelnika zainteresowanego zglebieniem jego geometrii zachecam do pochylenia
sie¢ nad ponizszymi zadaniami oraz do lektury ksiazki The Shape of Space,
ktora opisuje wiele innych przygdéd Plaszczakow wraz z ich geometrycznymi
konsekwencjami.

Zadanie 1. Przekonac sie, ze na plaszczyznie rzutowej punkty ciecia tworza
zamknieta petle, ktéra jednak nie rozdziela powierzchni na dwie czesci.

Zadanie 2. Naszkicowaé zbiér punktoéw ciecia, gdy krolestwo Plaszczakéw ma
ksztalt torusa-detki-rowerowej. Czy zbidér ten tworzy petle?

Zadanie 3. Przyjmijmy, ze krélestwo Plaszczakow ma ksztalt paraboloidy
zadanej réwnaniem z = 12 + y? i stolice w punkcie S = (1,0, 1). Naszkicowaé
mape krolestwa, jak rowniez sama paraboloide z zaznaczonymi punktami ciecia.
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