Rozwigzanie zadania M 1680.
Uklad réwnan mozemy réwnowaznie
zapisaé jako

Poniewaz
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wigc podstawiajac z = tg(a), dla pewnego
—% < a < %, widzimy, ze pierwsze
réwnanie przedstawia si¢ jako y = tg(3a),
drugie jako z = tg(9«), a trzecie jako
x = tg(27a). Wobec tego tg(a) = tg(27a),
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Tak polaczone w sie¢ anteny dzialaja jak elementy jednego duzego teleskopu,

o wielkosci réwnej odlegloéci miedzy para najdalej polozonych od siebie anten.
W ten sposéb ALMA uzyskuje rozdzielczo$é nawet dziesieciokrotnie wyzsza niz
Kosmiczny Teleskop Hubble’a.

Poprzez transformacje Fouriera interferometryczny wzér moze zostaé nastepnie
przeksztalcony w matematyczna reprezentacje oryginalnego sygnatu — obraz
obserwowanego obiektu. Analizujac obserwacje interferometryczne, nalezy

wiec pamietaé, ze nie patrzymy na rzeczywisty obraz nieba, jak to ma miejsce
w przypadku detektoréw optycznych, ale jego matematyczna reprezentacje,
odtworzong ze wzoru interferometrycznego. Analiza takich danych jest

bardziej skomplikowana, gdyz niektére struktury moga by¢ nieistniejacymi

w rzeczywistosci artefaktami transformacji Fouriera, niebedacymi reprezentacja
rzeczywistych wlasciwosci obserwowanego obiektu.

Teleskopy milimetrowe i interferometria radiowa dostarczyly najciekawsze
odkrycia i obrazy obiektow autonomicznych ostatnich lat, takie jak szczegdtowe
mapy dyskéw protoplanetarnych czy obraz czarnej dziury w sercu galaktyki M87.
Dzieki rozwojowi tej dziedziny w ciagu ostatniej dekady odkrywamy ciemny

i zimny kosmos, ktéry wczesniej byl przed nami ukryty.
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Rozwigzanie zadania F 1028.

Po wejsciu w obszar dziatania pola
magnetycznego natadowana czastka
porusza sie po skomplikowanym torze
(po krzywej $rubowej wokét linii sil pola)
i opuszcza ten obszar z predkosciag

o zmienionym kierunku oraz
niezmienionej warto$ci w stosunku do
predkosci, z jaka w ten obszar weszta.
Jesli wzgledem obserwatora czgstka
porusza si¢ z predkoscia U i zderza si¢

z obszarem wystepowania pola (oblok
zjonizowanego gazu) poruszajacego si¢
wzgledem obserwatora z predkoscia i, to
wzgledem pola predkosé czastki wynosi
V=v—a przed zderzeniem i Vv’ po
zderzeniu, przy czym |V'| = |V|. Po
zderzeniu obserwator zarejestruje czgstke
o predkosci W = U4 + V. Najwigkszy
wzrost energii kinetycznej czastki
obserwator zarejestruje, gdy zwroty U i @
sg przeciwne, a w wyniku zderzenia
kierunek predkosci czastki wzgledem pola
zmieni sie na przeciwny. Zmiana energii
kinetycznej czastki o masie m wyniesie
woéwczas (obliczenie dla predkosci
znacznie mniejszych od predkodci
Swiatla):

AE, =
= 2mu(v + u).

im(v+ 2u)? — %nw2 =

Udowodnili$my, ze zaproponowany
mechanizm moze prowadzi¢ do
przyspieszania czastek.

W pracach dotyczacych omawianego
efektu Fermi przeprowadzil obliczenia

w ramach szczegdlnej teorii wzglednosci —
obliczenia i wynik sg nieco bardziej
skomplikowane, ale wniosek pozostaje
niezmieniony.

E. Fermi, Physical Review 75, 1169
(1949);

E. Fermi, The Astrophysical Journal 119,
1 (1954).

Jak nie wierzy¢ w liczby rzeczywiste?
Aleksy SCHUBERT*

Dyskusje na temat wiary matematycy zwykle uwazaja za cos wykraczajacego
poza zakres ich aktywnosci. Nie zmienia to jednak faktu, ze czasem na ten temat
sie wypowiadaja. Na przyklad Leonhard Euler w swoim dziele Vollstindige
Anleitung zur Algebra z 1770 roku pisat tak:

Poniewaz wszystkie liczby, jakie mozna sobie wyobrazic, sq albo wieksze od 0,
albo mniejsze od 0, albo rowne 0, to jasne jest, Ze pierwiastki kwadratowe
liczb ujemnych nie mogq byé uwazane za mozliwe liczby [liczby rzeczywiste].
W zwigzku z tym musimy przyjec, Ze takie liczby sq niemoZliwe. To zas
prowadzi nas do pojecia liczb, ktore ze swej istoty sq niemozliwe, a zwykle
nazywane liczbami urojonymi albo fantastycznymi, gdyz istniejg one tylko

w wyobraini.

Tak oto stawny matematyk poddal w watpliwo$é istnienie liczb urojonych,
czy szerzej — zespolonych, ktére dzi§ stanowia jeden z centralnych obiektow
badawczych matematyki.

Dlaczego jednak w ogéle mozna poddawaé w watpliwos¢ istnienie czego$, co
zostalo nazwane rzeczywistym? Coz, siggnijmy po wypowiedz innego stawnego
matematyka, Leopolda Kroneckera. Przypisuje mu si¢ taka wypowiedz:

Liczby naturalne stworzyl dobry Bdg. Reszta jest dzielem czlowieka.

Wedtug tego zdania ewidentnie liczby rzeczywiste maja gorszy status niz
naturalne. Mozemy zatem uciec sie do naszej dociekliwosci i zaczaé zglebiaé
réznice miedzy liczbami naturalnymi a rzeczywistymi, zwlaszcza te dotyczace
intuicji lezacych u podstaw ich istnienia.

Liczby naturalne maja to do siebie, ze tatwo jest nam znalez¢é w naszym
otoczeniu ich reprezentacje fizyczne. Na przyklad reprezentacja fizyczna liczby 5
jest pieé¢ palcow mojej prawej reki, a reprezentacja fizyczng liczby 2 jest dwoje
moich uszu. Natychmiast kto§ moze powiedzieé, ze reprezentacja fizyczna liczby
rzeczywistej jest punkt na prostej. Zaraz, zaraz, ale czy punkt jest czyms, co
istnieje w $wiecie fizycznym? Przeciez gdy narysujemy punkt na prostej, to on
ma jakas dtugosé. Wtedy jednak trudno jest nam powiedzieé, jaka faktycznie
liczbe reprezentuje. Moze reprezentuje tylko liczbe wymierng? — takich jest
przeciez mnostwo w zakresie, na jakim jest rozpiety.

Jednak zeby zacza¢ moéwié bardziej precyzyjnie o powyzszych rozréznieniach,
dobrze jest doktadniej wiedzie¢, czym jest liczba rzeczywista. Otéz potrzebe
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To tak jak i dzisiaj — w zadaniach z fizyki
czy chemii operujemy tak duzym
przyblizeniem dziesigtnym, jak duze jest
nam potrzebne do uzyskania
zadowalajacego wyniku koncowego.

L. .3

Rozwigzanie zadania M 1678.
Nazwijmy dwoch graczy sgsiadami, jesli
pochodzg z tego samego miasta.
Przypusémy, ze w ktoérej$ rundzie nie byto
meczu pomiedzy sasiadami. Mozemy
zatem w tej rundzie podzieli¢ uczestnikéw
na pary oséb z réznych miast.

Wezmy pod uwage dowolnego uczestnika.
Jego przeciwnik w tej rundzie nie jest
jego sasiadem, a w kazdej innej partii gra
nie wigcej niz jeden jego sasiad. Wobec
tego mniej niz potowa wszystkich
przeciwnikéw wybranego uczestnika to
jego sasiedzi.

Oznacza to, ze kazdy uczestnik rozegral
wiecej gier z niesgsiadami niz z sgsiadami,
a zatem lgczna liczba rozgrywek miedzy
sgsiadami wyniosla mniej niz polowe
wszystkich rozgrywek — sprzecznosé.

Chodzi o to, ze liczba 1 da si¢ zapisaé
takze jako 0,(9), czyli utamek
nieskoriczony z samymi dziewiatkami
w rozwinieciach dziesietnych.

istnienia innych liczb niz naturalne i wymierne widzieli juz starozytni Grecy.

7 twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do kwadratu o boku 1 wynikato, ze
jego przekatna ma dlugosé v/12 + 12 = /2. Z kolei, jesli przyjaé, ze v/2 jest
liczba wymierng, to v/2 = %, gdzie p i ¢ sa naturalne. Z tego stosunkowo szybko
dojdziemy do réwnoéci 2¢> = p?. Jednak ta jest niemozliwa do spekienia, bo jakie
by liczby p i ¢ nie byty, to lewa strona tej réwnoéci ma w rozkladzie na czynniki
pierwsze nieparzysta liczbe wystapien 2, prawa zas — parzysta.

Grecy znalezli tez sposéb na radzenie sobie z takimi liczbami, a nawet dwa
sposoby. Jeden z nich, pochodzacy od Eudoksosa, polegal na tym, zeby nie
przejmowac si¢ specjalnie dokladnym wyrazeniem liczby, ale operowac na
przyblizeniach, w razie czego doktadnosé przyblizenia dostosowujac do problemu,
jaki rozwiazujemy. Inne podejscie, pochodzace od Teajtetosa, zasadzalo sie na
zapisywaniu liczby w postaci utamka tanicuchowego. I tak liczbe v/2 mozna
zapisa¢ w postaci latwego do intuicyjnego odczytania utamka
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Ponizszych utamkéw starozytni zapewne nie znali, ale warto zobaczy¢, jak tadnie
w tej postaci zapisuja sie¢ liczby m oraz e:
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Wspolczesne pojecie liczby rzeczywistej uksztaltowalo sie w XIX wieku. Wtedy
pojawity sie dwie definicje liczb rzeczywistych. Jedna z nich wprowadzala je
przez tzw. przekroje Dedekinda. Druga przez tzw. ciggi Cauchy’ego. Chociaz
ta pierwsza definicja ma matematycznie lepsze wlasnoéci, to skupimy sie

na tej drugiej — jest ona blizsza naszemu codziennemu do$wiadczeniu liczb
rzeczywistych przedstawianych w postaci rozwiniecia dziesigtnego. Przez ciag
Cauchy’ego bedziemy rozumieli takie przyporzadkowanie liczbom naturalnym
liczb wymiernych, ze zachodzi nastepujacy warunek:

dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje takie miejsce N w ciagu, ze dla
dowolnych liczb m, k wiekszych od N liczba przyporzadkowana m rézni sie od
liczby przyporzadkowanej k o mniej niz

107
Wedlug tej definicji, jesli bedziemy rozwazali kolejne elementy ciagu

ap =3, ax=3,1, a3=3,14, ...,
a, = rozwiniecie m do n — 1 miejsc po przecinku, . ..

to dla dowolnego # od pewnego momentu, a konkretnie od N =n + 1, dowolne
elementy o dalszych indeksach beda si¢ od siebie réznily o mniej niz 10%.

Co ciekawe, po pewnej dozie zastanowienia, mozemy dojs¢ do wniosku, ze
rozwiniecia dziesietne, z wyjatkiem jednego matego drobiazgu, jednoznacznie
opisuja wszystkie liczby rzeczywiste. To drobne zaburzenie, o ktérym
wspominam na marginesie, tatwo jest usunaé i nie wplywa ono na prawdziwosé
tego, o czym pisze dalej.

Tak uksztaltowane pojecie liczb rzeczywistych nie budzilo juz watpliwosci
wsréd matematykdéw, poniewaz dobrze dawalo sie wpasowaé w podzielang przez
ogromnyg, wiekszos¢ spotecznosci matematycznej platonistyczng wizje istnienia.
W ramach tej wizji ceche istnienia gotowi jestedmy przypisa¢ wszystkim rzeczom
dajacym sie sprowadzi¢ za pomocg dobrze znanych narzedzi do bytow wczeéniej
juz uznanych za istniejace, czyli w jezyku matematyki rzeczom, dla ktérych
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Rozwigzanie zadania F 1027.
Pekniecie wiezy (kolumny) z piasku
wzdluz plaszczyzny wymaga zerwania sit
przylegania ziaren piasku spowodowanych
istnieniem ,,mostkéw” z wody zwilzajacej
piasek. Potrzebna do tego sita T'
dzialajaca réwnolegle do powierzchni S’
pekniecia jest proporcjonalna do liczby
zerwanych mostkéw, a wigc do
powierzchni pekniecia S’:

T=c-5.

Przesunigcie czgsci kolumny nad
peknieciem wymaga dzialania dodatkowej
sity pokonujacej tarcie. Dla powierzchni
pod katem « do poziomu wymaga to, aby
skladowa F} ciezaru kolumny F', styczna
do peknigcia, spelniata warunek:
Fy>c S + pF,,
gdzie F,, oznacza sil¢ prostopadta do
plaszczyzny pekniecia. Zrédlem sit Fy
i F,, jest cigzar F' gornej czesci kolumny:
Fy, = F'sina, F,, = F cos a. Dodatkowo
S’ = S/cos a, gdzie S oznacza pole
przekroju poziomego. Otrzymujemy
warunek:
c-S

F> —.
sin accos a — pcos? o
Najmniejsza sita (F},) spelniajaca
warunek odpowiada katowi a,,, dla
ktérego mianownik przyjmuje wartosé
maksymalng. Warunek konieczny
maksimum: cos 2, + psin2a,, = 0.
Po podstawieniu tg ¢ = p i skorzystaniu
z wlasnosci funkcji trygonometrycznych
otrzymujemy: a.,, = 7/4 + ¢/2, dla piasku
am, & 60°, a krytyczna wartos$é sity F' to:

c-S

1 —sing’
Czytelnikéw Dociekliwych czytajgcych
Delte na plazy zachecamy do wykonania
odpowiednich obserwacji i pomiaréow.

Fpy =

Co ciekawe, bardzo podobne pojecie
liczby pojawilo si¢ w notatkach Ady
Lovelace. Kto wie, gdyby maszyna
analityczna Babagge’a powstala

w XIX wieku, mozliwe, ze uzywaliby$my
wlasnie takiego pojecia liczby
rzeczywistej.

To jedna z wielu mozliwych
réwnowaznych definicji tego pojecia,
napisana tak, aby lepiej pasowala do
rozwinieé dziesigtnych liczb.

Odpowiedz do zagadki z Matej Delty:

Wystarczy przyciaé lustro wysokie na
90 cm. Trzeba je jeszcze tylko
odpowiednio zawiesi¢. Zeby$my mogli
zobaczy¢ sie w calosci, gérna krawedz
lustra powinna znalez¢ si¢ doktadnie

w polowie wysokosci migdzy czubkiem
glowy a oczami. A gdybys$my chcieli
zobaczy¢ w nim réwniez nasze stopy, nie
moze ich zastaniaé¢ zadna szafka ani
umywalka. ..

da sie pokaza¢ model. Tutaj za istniejace uwazamy liczby naturalne, ciagi
nieskonczone oraz wyniki dzialan na zbiorach bytéw juz istniejacych.

Jest jeszcze drugi wazny sposéb uznawania rzeczy za istniejace w ramach
platonistycznego spojrzenia. Mozna za istniejace uznac takie byty, ktére mozemy
opisa¢ za pomocy pewnych praw podstawowych, tzw. aksjomatow, a te w sposdb
systematyczny odnie$¢ do rzeczywistosci. Na tej zasadzie uznajemy istnienie punktéw
i prostych w geometrii Euklidesowej czy liczb naturalnych. Na tej tez zasadzie byty
rozumiane liczby rzeczywiste przed pojawieniem sie tych definicji, ale nie bylo
dobrego narzedzia do okreslenia pelnego zbioru aksjomatow tych liczb.

Wszystko to wyglada bardzo dobrze, dopdki jednak nie przyjrzymy sie temu,

ile jest liczb rzeczywistych. Ot6z niemiecki matematyk Georg Cantor pokazal,
ze liczb rzeczywistych — reprezentowanych jako nieskonczone ciagi rozwinieé¢
dziesietnych — jest istotnie wiecej niz liczb naturalnych. Na tyle wiecej, ze nie
istnieje przeksztalcenie z liczb naturalnych, ktére ,wyczerpaloby” wszystkie
liczby rzeczywiste. Skadinad wiadomo, ze wszelkich zapisow skonczonych,

jakie mozna dokonaé¢ za pomocg skonczonego zestawu znakéw, jest co

najwyzej tyle, ile liczb naturalnych. Zatem gdyby$my uzyli do ich wykonania
wszystkich przedmiotéw ze znanego nam, silg rzeczy skoniczonego, $wiata, to nie
dalibyémy rady opisa¢ wszystkich liczb rzeczywistych — nawet przy zalozeniu, ze
dysponujemy nieskoniczong energia i czasem oraz mozemy ukladaé te przedmioty
na wszystkie mozliwe sposoby. Tego nie daloby sie zrobié¢, nawet uzywajac
wszystkich liczb naturalnych! Zatem tak jak latwo znajdujemy skoniczone
reprezentacje dla liczb naturalnych w naszym $wiecie, nie uda sie to z liczbami
rzeczywistymi. Mamy tutaj jeszcze jeden dodatkowy klopot: chciatoby sie
pokazaé choé¢ jedna taka liczbe, w ktérag mozemy na tej zasadzie nie wierzy¢ —
zeby byto wiadomo, w co nie wierzy¢. Tymczasem tego nie jesteSmy w stanie

w ogble zrobié.

Oczywiscie ten argument nie oznacza, ze wszystkie liczby rzeczywiste nie
maja reprezentacji. Widzieliémy wczeéniej w tym tekscie, ze /2,7 czy e swoje
reprezentacje maja, choby w postaci utamkéw tancuchowych. Mozemy pdjéé
nieco dalej i pokusié sie o bardzo ogdlna, pochodzaca w istocie swej od Alana
Turinga, definicje obliczalnej liczby rzeczywistej.

Liczba rzeczywista x jest obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
algorytm, czyli przepis, f: N — Q, taki ze dla kazdej liczby n

< fln)+ 1
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Takie liczby beda mialy swoje reprezentacje w postaci wspomnianych wyzej
przepisow. 7 kolei przepisy mozemy zakodowaé w postaci liczb naturalnych

na przyklad tak: ponumerujmy wszystkie stowa w slowniku jezyka polskiego
oraz znaki interpunkcyjne. Niech przepis sklada si¢ z ciggu stéw i znakéw
przestankowych wq, ..., wg. Niech odpowiadajace im liczby wedtug powyzszego
ponumerowania beda rowne, odpowiednio, n1,...,nk. Przepis mozemy
zareprezentowaé jako liczbe 21 - 3™ ... pi'* gdzie pi,...,p,. .. to kolejne liczby
pierwsze. Oczywiscie nie wszystkie liczby dadzg po odkodowaniu ,,sensowne”
przepisy, ale za to wszystkie ,,sensowne” przepisy dadza si¢ w ten sposéb
przedstawic¢ jako liczby.

fln) <

Sa matematycy, ktorzy zajmuja sie tak okreslonym pojeciem liczby obliczalnej.
Wydaje si¢ jednak, ze nie zastapi ono tradycyjnego podejécia, juz choéby
dlatego, ze ciezko byloby naméwié rzesze studentow do dodatkowej regularnej
pracy polegajacej na pokazywaniu, iz taki czy inny ciag jest obliczalny. Jednak
jak ktos chce, to moze nie wierzy¢ we wszystkie liczby rzeczywiste, a jedynie
w te, latwiejsze do przyjecia, obliczalne, zapisywalne jako program komputerowy.
Ta wizja jest szczegdlnie bliska mnie, informatykowi. Tymczasem dla chetnych
dwa ciekawe pytania: czy suma liczb obliczalnych jest obliczalna? I drugie,
trudniejsze: czy iloczyn liczb obliczalnych jest obliczalny? Na oba pytania
odpowiedz jest pozytywna, ale sam proces dojscia do niej jest bardzo ciekawy
i odkrywczy.
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