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Przypomnijmy, ze ciggi dodajemy
i odejmujemy nast¢pujaco:
{antnen £{bn}pen ={an £bn},cn-

Elementarny dowdd faktu, ze ciag
{Hn}, en jest rozbiezny, Czytelnik
znajdzie w artykule T. Malolepszego
Czlapanie do nieskoriczonodci (A3,).

Informacje o tym, w jaki sposéb mozna
konstruowaé cale rodziny nietrywialnych
par ciaggéw rozbieznych o zbieznych
réznicach, Czytelnik Zainteresowany
znajdzie w ciekawej pracy J. Dence,

T. Dence, Pairs of divergent sequences
whose differences converge, Pi Mu
Epsilon Journal 13 (2009), 21-32.

Czytelnik byé moze zechce zajrzeé na
stron¢ 215 monografii ,Generators of
Markov chains”, wydanej ostatnio przez
Cambridge University Press.

Rozwigzanie zadania M 1677.

Niech I bedzie érodkiem okregu
wpisanego w tréjkat ABC. Zauwazmy, ze
tréjkaty ACT oraz IPA sa przystajace
(AC = AP, xPAI = xIAC, AI — bok
wspdlny). Zatem

1
xIPC = xACI = E{ACB‘
Podobnie
1
XPQI = iézACB,

wiec tréjkat QIP jest réwnoramienny,
a to oznacza, ze I lezy na symetralnej
odcinka PQ. Punkt I réwniez lezy na
dwusiecznej kata ACB, wiec I = R!
Zatem

¥PRQ = ¥PIQ = 180° — 2%xAPI =

=180° — XACB.

Podejrzane twierdzenie o ciggach
Adam BOBROWSKI*, Adam GREGOSIEWICZ*

Nietrudno uzasadnié, ze ze zbieznosci dwéch ciggdéw liczb rzeczywistych wynika
zbiezno$¢ ich réznicy, z granicg réwna réznicy odpowiednich granic. Innymi stowy,
jezeli granice limy,_, o0 @y, 1 limy,_, 00 by, istnieja, to ciag {a’”}nEN — {bn}nEN jest zbiezny
oraz

lim b,.
n—o0

lim (an —
n—o0

Oczywiscie implikacja w drugg stroneg nie jest prawdziwa: jezeli wiemy tylko tyle,

ze ciag {an — bn}, oy jest zbiezny, to niewiele mozna powiedzie¢ o samych {an},

i {bn},cn — Oba moga by¢ rozbiezne. By si¢ o tym przekonaé, wystarczy wzia¢ dowolny
ciag rozbiezny {an}neN i przyja¢ b, = an dla n € N. Nieco mniej trywialny przyktad
mozna skonstruowaé, wykorzystujac sumy czesciowe szeregu harmonicznego. Niech
mianowicie

bn) = lim an —
n—oo

1 1 1
H,=14+-+_-4...— > 1.
n + 5 + 3 + n’ n
Dlan € N mamy H,+1 — H, = 1/(n+ 1), zatem przyjmujac a, == Hp41 1 by = Hp,

widzimy, ze ciag {an — bn}, oy jest zbiezny do zera, a jednoczeénie ciagi {an}
i {bn}, cy sa rozbiezne do +oo.

neN

Przez chwile mozna liczy¢ na to, iz w tego typu kontrprzyktadach istotng role odgrywa
fakt, ze rozwazane ciggi w pewien sposéb od siebie zaleza. Moze dla ciagéw istotnie
réznych — jakkolwiek te istotng réznoéé zdefiniujemy — takich kontrprzyktadéw nie da
sie skonstruowac¢? Nadzieja ta jest jednak ptonna. Niech a, == H,, i b, :=Inn dlan € N.
Oba ciagi daza do +o0o, a mimo to ciag {an — bn}, oy ma granicg. Rzeczywiscie, jak
nietrudno uzasadnié, jest on malejacy i ograniczony z dotu, a kazdy taki ciag jest
zbiezny. Granice

lim (H, —Inn) =0,577215...

n—r00

nazywamy stalqg Fulera i oznaczamy zwykle przez ~y.

Skoro zbiezno$é¢ {an — bn}, oy nie méwi zbyt wiele o samych ciggach {an}, oy

i {bn}, cy> by¢ moze warto rozwazaé pewne szczegélne podklasy ciggéw. Zatézmy na
przyklad, Zze jeden z nich jest przesunieciem drugiego, powiedzmy a, := bp41 dlan € N
i danego {b.}, oy Jak zauwazyliémy wczeéniej (rozwazajac ciag o wyrazach b, = H,),
ze zbiezno$ci {bp4+1 — b"}nGN nie mozna wywnioskowaé¢ zbieznosci {b"}nGN’ Co ciekawe,
mozna natomiast wykazaé¢ implikacje nieco inna: limp— oo (bn+1 — bn) = g pociaga za
soba limy,— 00 br /1 = g.

Wyposazeni juz w pewna intuicje, przejdzmy do tytulowego twierdzenia, ktére by¢
moze nie ujrzaloby swiatta dziennego, gdyby nie to, ze — z powoddéw, nad ktérymi nie
bedziemy si¢ tu rozwodzi¢ — jeden z autoréw tego artykulu rozwazat niedawno klase
ciggéw {bn}, cy O tej wlasnosci, ze

lim 3n(81)n+1 — gbn -+ bn—l) =0.

n— oo
Rzut oka na te klase z nieco innej perspektywy pozwolil zauwazy¢, ze kazdy jej
element spetnia tez warunek

lim 3"(bpt1 —bn) =0.
n—oo
To juz wydalo si¢ podejrzane — przez chwile autor mial wrecz watpliwoéci, czy na
pewno wspomniana wyzej perspektywa nie wykrzywia rzeczywistodci, czy jej nie
zaklamuje — poniewaz przyjmujac
an = 3n(bn+1 — bn),
otrzymywal w ten sposéb implikacje
lim (8an —3an—1) =0

n—oo
ktéra w kontekscie przyktadéw rozwazanych wczesniej wyglada zaskakujaco. Jednak
fakt, iz w jej poprzedniku liniowa kombinacja ciaggdéw nie jest po prostu réznica, ma
kluczowe znaczenie: ta implikacja rzeczywiscie jest prawdziwa. Stanowi to szczegdlny
przypadek nastepujacego twierdzenia, ktére — gdy sie nad nim chwile zastanowié¢ —
okazuje sie wcale nie tak podejrzane.

n €N,

— lim a, =0,

n—00

Twierdzenie. Jesli cigg {an}, cy ma te wlasnosé, ze dla pewnego o z przedziatu (—1,1)
granica

(1) lim (an+1 — aan)
n—o0
istnieje i jest rowna zero, to rowniez
lim a, = 0.
n— oo

Dla |a] = 1 opisana wyzej implikacja nie jest prawdziwa.
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Rozwigzanie zadania M 1676.
Zalézmy, ze kazdemu z czlonkéw kota
znanych jest nie wiecej niz pigé osob.
Wtedy pojawi si¢ cztonek kota, ktéry ma
nie wigcej niz czterech znajomych (nie ma
grupy 49 oséb, z ktérych kazda zna
dokladnie pigé oséb, poniewaz liczba par
znajomych w takiej grupie to (49 - 5)/2, co
jest liczba niecatkowita).

Wezmy teraz osobe (nazwijmy ja Ahmed),
ktéra ma nie wigcej niz 4 znajomych, jego
znajomych (nie wiecej niz czterech) i ich
znajomych (nie wigcej niz 16, poniewaz
kazdy ze znajomych Ahmeda ma co
najwyzej 4 innych znajomych). Usuiimy
te grupe z kola (czyli nie wiecej niz

21 0s6b) i rozwazmy jeszcze jedna osobeg
(powiedzmy Hamzg) z powstalej grupy.
Hamza moze mie¢ co najwyzej pigciu
znajomych i nie wigcej niz 20 znajomych
swoich znajomych. Usurimy réwniez te
grupe z naszego kola (czyli nie wigcej niz
26 o0s6b). Poniewaz jest tylko 49 oséb,

a usunelidmy nie wigcej niz 47, pozostat
kto$ inny (niech to bedzie Thanna).
Wtedy jednak Ahmed, Hamza i Thanna
nie znaja sie i nie maja wspdlnych
znajomych — sprzeczno$cé.

Za podsuniecie pomystu uzycia
twierdzenia Stolza autorzy dzickujg
Michatowi Miskiewiczowi, cztonkowi
komitetu redakcyjnego Delty.

Skoro juz wiemy, ze nasze twierdzenie
da si¢ wywnioskowaé z twierdzenia Stolza,
warto si¢ zastanowié, czy tego drugiego
nie da si¢ jakim$ sprytnym sposobem
wywnioskowaé z pierwszego. Analiza
dowodu twierdzenia Stolza podanego

w podreczniku Fichtenholza (tom 1,

str. 55) potwierdza przypuszczenie, ze te
wyniki sg pokrewne. Czy kto$ to potrafi
udowodni¢?

Dowdd. By udowodnié¢ druga, tatwiejsza, czeéé tezy, zalézmy, ze mamy dane takie a,
ze |a| > 1. Ciag zdefiniowany wzorem a, := " dla n € N jest wtedy albo rozbiezny, albo
staly i niezerowy, a jednak an4+1 — aa, = 0. Ot, i caly kontrprzyktad.

W przypadku |a| < 1 sytuacja zmienia si¢ dramatycznie, a kluczem do istoty rzeczy
jest zbiezno$é szeregu ZZO:O a™ (ponizej zakladamy, ze o # 0, bo przypadek a = 0 jest
oczywisty). Jesli bowiem przyjmiemy ao = 0 i zdefiniujemy

(2) Cn = Qn — QAn—1, n €N,
to otrzymamy rekurencje
(3)

spetniong dla dowolnego n € N, ktora prowadzi do réwnosci
n

(4) an = Z a" e, n € N.
i=1

Specjalisci zauwaza, ze mamy tu do czynienia z czym$ w rodzaju splotu ciagu {a"}
ze zbieznym do zera ciagiem {c,}

An = QApn—1 + Cn,

neN
neN*

7 zaleznoscia, w reku dowdd prowadzimy juz przebojem: majac dane € > 0,
znajdujemy k tak duze, by dla i > k zachodzita nieréwnos¢ |c;| < (1 — |a|)5. Nastepnie
tak dobieramy ng > k, ze

k-1 k-1
’Zan_zc,- = |a|™ Za_icl < %,
i=1 i=
o ile n > ng. Dla takich n mamy
n k—1 n n—k
i i i € € i€ €
S| <[]+ Sl el < S+ - labs Yl < S+ 5,
i=1 i=1 i=k §=0
co oczywiscie konczy dowdd. O

Powyzszy wynik (a dokladniej jego przypadek || < 1) mozna réwniez uzyskad,
wykorzystujac troche bardziej zaawansowane narzedzia — unikajac przy okazji
rachunkéw z epsilonami.

Mozna uzy¢ na przyklad twierdzenia Stolza, ktére — przypomnijmy — jest ciagowym
odpowiednikiem szerzej znanego twierdzenia de I’Hospitala traktujacego o funkcjach
i pozwala liczy¢ granice typu lim,— . 7, ale — jak wida¢ z naszego przyktadu — nie
tylko. Méwi ono, ze jedli ciag {vn}, oy ma granice nieskoniczong, a przy tym rosnie, to

. . . . u —Uu . . . . . 7’ ’ 7
z istnienia lim, oo 221" wynika istnienie lim, .o %% oraz réwnoéé

Un+1—Un Un
. Un . Un+1 — Un
lim — = lim ————.

n—oo Un n—o00 Un4+1 — Un

Nawiasem méwigc, przyjmujac v, = n, otrzymujemy z twierdzenia Stolza wspomniang,
wyzej implikacje limp o0 (bny1 — bn) = g = lim, 00 22 = g.

Wracajac jednak do naszego gltéwnego twierdzenia w przypadku |a| < 1, zauwazmy, ze
przy jego zatozeniach ciag {vn}, oy dany wzorem v, = |a|™" roénie do nieskoriczonosci.
Réwnoczesnie przyjmujac un = o~ "a,, mamy

n+1
An+4+1 — QQn

lal =1

Un+1 — Un _ M

Un+4+1 — Un o (0%
Gdy n — oo, prawa strona tej réwnoéci dazy z zalozenia do 0, bo % to albo 1, albo —1
(patrz tez nizej — mamy tu do czynienia z ciagiem ograniczonym). Twierdzenie Stolza
pozwala zatem stwierdzié, ze lim,— oo (%)nan = 0, co implikuje tez teze naszego
twierdzenia.

Trzeci dowéd, ktéry chcemy tu przedstawié, wykorzystuje twierdzenie Banacha

o punkcie stalym. Jest on rownie krétki jak poprzedni, a jego podstawowa zalety jest
to, ze pozwala Czytelnikowi oderwaé sie od strony rachunkowej, a zajrzeé na chwile
do skarbca wspdélczesnej matematyki — choéby nieformalnie poznaé pojecie przestrzeni
Banacha.

By dowdd ten, a przede wszystkim to pojecie, zrozumieé, trzeba zmienié perspektywe:
zamiast mysle¢ o tym, jak umiejetnie Zzonglowaé wzorami opisujacymi interesujacy nas
ciag, wyobrazamy sobie raczej zbiér, oznaczany standardowo co, ztozony ze wszystkich
ciagdw {n}, oy, ktére daza do zera:

co = {{xn}neN : nl;rr;oxn = O}.

A nie jest to zbiér pospolity.
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Za tym stwierdzeniem ukryte jest pewne
elementarne twierdzenie o granicach.
Jakie?

Czytelnik moze pamiegta, ze wektory na
plaszczyznie, to jest w przestrzeni
wymiaru dwa, mozna utozsamiacé

z parami (z1, xz2) liczb, a te z przestrzeni
z tréjkami (z1, 2, x3). Przestrzen ciggéw
ma nieskonczenie wiele wymiaréw, bo jej
elementy, ktére wyobrazamy sobie tak:
(1,22, x3,...), maja nieskonczenie wiele
wspélrzednych.

Na szaro zaznaczono poczatkowe wyrazy
ciagu {zn}, ¢y, @ kolorem czerwonym
wyrazy ciagu {yn}, cy. Odlegloéé migdzy
tymi ciggami jest réwna dlugosci
najdluzszego odcinka laczacego punkty

o jednakowych odcigtych. W tym
przypadku bedzie to zaznaczony pionowy
odcinek.

O twierdzeniu Banacha mozna réwniez
przeczyta¢ w artykulach J. Goérnickiego
w A2 i AS,.

Zbioér cg jest przykladem przestrzeni
Banacha, to znaczy przestrzeni
wektorowej z ,,dobrze dobrang” normg.
Twierdzenie Banacha jest prawdziwe

w kazdej takiej przestrzeni i w jeszcze
szerszej klasie przestrzeni metrycznych
zupelnych. Formalna definicja zupelnosci
nie jest zbyt skomplikowana, cho¢ raczej
techniczna, ale droga od niej do
opisanych tu intuicji (i z powrotem)
wymaga pewnego obycia.

Po pierwsze, jego elementy mozemy w naturalny sposéb dodawaé i odejmowaé, tak jak
to opisaliSmy wyzej. Mozemy je tez mnozy¢ przez liczby (zwane w takim kontekscie
skalarami), o tak: t {zn}, oy = {tZn},cy dla t € R. Co wazne, okazuje sig, ze opisane tu
dziatania niczym istotnym nie réznia si¢ od operacji, ktére wykonujemy na wektorach
na plaszczyznie czy w przestrzeni trojwymiarowej. Z tego wzgledu o cp méwi sie, ze
jest przestrzenia wektorowa (lub liniowg).

Po drugie, podobnie jak w przypadku wektoré6w na ptaszczyznie i w przestrzeni,
elementom ¢y mozna przyporzadkowadé tez dlugosé, nazywang fachowo norma;:
(5) I e} | = dhugo$é (), ey = suplaal,

nz1
i znéw okazuje sie, ze postugiwaé sie nig mozna tak samo jak w skonczonej liczbie
wymiaréw. (Swoja droga, wyrazenie po prawej stronie to w istocie najwieksza
z wartosci |z1], |z2], ..., a to, ze taka najwieksza warto$¢ istnieje i jest skoficzona, mozna
sprawdzi¢ elementarnie, czyli samemu.) W szczegdlnosci dla wszystkich wektoréw
{Zn},en 1 {¥n},en zachodzi nieréwnosé

(6) H{zn}nen + {undnen | < IH{zndnen |+ 1H{yndnen Il
ktéra pozwala mysle¢ o |[{zn}, ey — {¥n},en |l jako o odlegtoéci migdzy ciagami {zx}
i {y”}nGN'

neN

Czytelnik, ktéry oczekuje na obiecany widok skarbca, jest moze na razie (i stusznie)
zawiedziony. Bardziej niz istnienie normy w co zapewne zdziwi go informacja, ze

w niektorych przestrzeniach wektorowych takiej normy sensownie zdefiniowaé si¢ nie da.
Ale clou czeka tuz za rogiem, oczywiste bynajmniej nie jest, i brzmi:

‘ dlugosé ze wzoru pasuje do ¢o jak ulal! ‘

Jak rekawiczka do reki, jak do nogi dobrze dopasowany mokasyn.

Znaczy to tyle, ze zupelnie sensownych norm w ¢ zdefiniowa¢ mozna wiele, ale zadna
z nich (chyba ze jest norma w jakim$ przebraniu) nie opisuje tej przestrzeni dobrze.
Na przyktad moglibySmy chcieé przyjac

Hzn}nen | = |22l + |z2| + ..,

ale wtedy wiele ciagéw, w tym ciagg harmoniczny { % }n v O ktorym wspomnielismy
wyzej, miatby dlugo$¢ nieskonczona. Ta norma, jak Zle dobrany but, bytaby za ciasna.
Podobne problemy wystapia, gdybysmy, idac za przyktadem przestrzeni znanych ze
szkoty éredniej, zdefiniowali

[H{zn}pen |l = Viza? + f2f? + ...

Ten pantofelek pasuje na stope innej dziewczyny, ktéra nazywa sie £2 i kréluje w fizyce.
7 drugiej strony, mozna by na przyktad chcieé¢ uzywacé

1 1 1
Iz bnen | = o1l + gplwal .+ ool + ..

Wtedy wszystkie wektory miatyby skonczone dtugosci, ale okazuje sie, ze wedrujac

po ¢o z pomocy tej normy, napotykalibySmy tu i éwdzie obiekty jej obce, takie jak ciag
zlozony z samych jedynek, ktérego granica nie jest przeciez zero, albo ten skladajacy
sie z jedynek i minus jedynek na przemian, ktoéry granicy, o zgrozo, nie ma zadnej: but
byltby zbyt luzny.

Powtorzmy to raz jeszcze. Tylko norma ze wzoru jest ztotym $rodkiem, strzatem
w dziesiatke. Nie ma zadnej innej, ktéra pasowataby do cg tak jak ta, nie ma zadnej
innej, ktora by tak dobrze co opisywata. To stwierdzenie gtebokie i wazne: na pewno
glebsze niz nasze gléwne twierdzenie. I — trzeba to podkresli¢ — nie chodzi o to tylko,
by norma spetniata nieréwnosci takie jak @ W szczegdlnosci, ponizsze twierdzenie
Banacha przestaje by¢ prawdziwe, jesli zamiast normy z uzyjemy normy innej,
niewladciwej — omawiany w nim punkt staly mégltby bowiem ,,wyj$¢” z przestrzeni.

Twierdzenie (Banach). Jezeli T': cg — co jest odwzorowaniem zwezajacym, to znaczy
jesli

IT(@) =Tl <dlle—yll, =={zn},cn ¥ ={Un}tpen € o
dla pewnego g € [0, 1), to istnieje doktadnie jeden element T € cp, zwany punktem
statym, speliajacy réwnoéé T'(x) = 7.
Trzeci dowdd gléwnego twierdzenia. Niech odwzorowanie S: co — co przesuwa
wyrazy ciagu o jeden w prawo. Innymi stowy:

S(m):S((x1,x2,x3,...)):(O,:cl,xg,...), T € Cp.
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Rozwigzanie zadania M 1675.

Na tablicy pozostaja tylko liczby ztozone,
a ich czynniki pierwsze mieszczg si¢

w zakresie od 101 do 999 lub od 10001
do 1000000. Jednakze zadna

z pozostalych liczb nie moze by¢ réwna
iloczynowi trzech lub wiecej liczb
pierwszych w tych zakresach, poniewaz
w tym przypadku iloczyn wynositby
wiecej niz 100 - 100 - 100 = 1 000 000.
Oznacza to, ze wszystkie pozostate liczby
sg podzielne przez dokladnie dwa
czynniki pierwsze w rozwazanych
zakresach. Ale wtedy liczby pierwsze
muszg nalezeé¢ do przedziatu [101,999),

w przeciwnym razie iloczyn jest wiekszy
niz 100 - 10 000 = 1 000 000.

Ostatecznie iloczyn dowolnych dwéch
liczb pierwszych z przedzialu [101,999)
(wlaczajac kwadraty liczb pierwszych) nie
przekracza 999 - 999 < 1000000 i dlatego
pozostaje na tablicy. Wigc jedli p1, pa,
..., pr jest lista wszystkich liczb
pierwszych od 101 do 999, to na tablicy
zostaja:

p1pP1, PiP2, P1P3, P1Pk
P2p2, P2pP3; B P2Pk

Pp3p3; P3Pk

ktérych iloczyn wynosi (pips ... z)k)k+l4

Przypomnijmy, ze ciag {an}, cy
nazywamy ograniczonym, jesli istnieje
taka liczba M, ze dla wszystkich
naturalnych n zachodzi nieréwnosé
lan| < M.

W dowodzie wniosku skorzystaliSmy ze
znanego twierdzenia méwiacego, ze
granicg iloczynu ciggu ograniczonego

i ciggu dazacego do zera jest zero.

Zauwazmy, ze ||S(z) — S(y)|| = ||* — y|| (méwimy w tej sytuacji, ze S zachowuje
odleglosé lub ze jest izometria). Nastepnie, majac dany ciag {a.} spelniajacy
warunek , zdefiniujmy odwzorowanie T': co — ¢ wzorem
T(z) = aS(z) + ¢ = (c1,az1 + c2, w2 + C3, . . .),
w ktérym ciag ¢ = {C"}nEN € co zadany jest przez . Dla dowolnych z,y € co
otrzymamy |T'(z) = T(y)| = |af[[S(z) — S(¥)| = |al[lx — yl|, co dowodzi, ze
odwzorowanie T jest zwezajace (z ¢ = |a| < 1). Z twierdzenia Banacha wynika zatem,
e istnieje dokladnie jeden element z = {EW}HGN przestrzeni co, dla ktérego = = T'(7).

Ostatnia réownos¢ jest réwnowazna temu, ze 1 = 0+ a1 — aap = a1 oraz

n > 2.

Wobec pokazuje to, ze ciagi {Tn},cn 1 {an},en sthliajac te samg zalezno$é
rekurencyjna, a to z kolei, w poltaczeniu z faktem, ze x1 = a1, implikuje ich réwnosc.
Skoro jednak z nalezy do co, to do tej samej przestrzeni nalezy réwniez nasz wyjéciowy
cigg, co oznacza, ze jego granica istnieje i jest réwna zero. To konczy nasze trzecie
rozumowanie.

neN

x € Co,

Tn = QTn—1 ~+ Cn,

Na koniec zanotujmy, ze tytutowe twierdzenie mozna uogdlniaé: na przyktad o moze
zaleze¢ od n, granica w nie musi tez by¢ zerem. W ponizszym wniosku zajmujemy
sie pierwszym z tych dwoéch przypadkéw, zostawiajac przyjemnosé lamania sobie gtowy
nad drugim wygimnastykowanemu Czytelnikowi.

Wniosek. Jezeli {an}, oy jest ciagiem zbieinym do liczby z przedzialu (—1,1), a cigg
{an}, ey ma te wlasnodé, ze granica

lim (ap+1 — anan)
n—oo

istnieje i jest réwna zero, to sam {an} tez zbiega do zera.

neN

Dowdd. Jesli sie wie, ze z przyjetego wyzej zalozenia wynika ograniczonosé¢ ciggu
{an}, ey, to dowdd jest bardzo prosty. Latwa do sprawdzenia tozsamo$é

(7) Ant1 — OnGn = (Gnt1 — @0Gn) + (00 — Qn)an, n €N,

w ktérej ap jest granicg ciagu {an}, o, prowadzi bowiem natychmiast do wniosku,
ze limyp 00 (@nt1 — anarn) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim,— e (@nt1 — aoan) = 0,
co pozwala otrzymac teze z wersji twierdzenia udowodnionej wczeéniej.

Pozostalo nam wykazaé, ze {an}, oy jest ograniczony. Przedstawimy na to dwa dowody.
Pierwszy z nich zaczyna sie od spostrzezenia, ze gdyby ciag ten ograniczony nie byt, to
istniatby jego podciag {an, }, oy O tej wiasnosci, ze

keN.

Poniewaz |ap, | < 1 — 0 dla pewnego d € (0,1) i wszystkich odpowiednio duzych k € N,
wiec dla takich k£ mieliby$my

|a’”k+1‘ > max{l, |ank‘}7

|a’”k+1 - a"ka’"k| > max{L ‘a’"k |} - ‘a"kHa"k' >
Z max{l, |an, [}(1 = [an,[) = 1 = |on, | > 6.
Przeczy to jednak temu, ze ciag {an,+1 — 0n,, ank}keN, bedacy podciagiem ciagu
{an+1 — anan}, oy, zbiega do zera. Sprzecznosé ta dowodzi, ze nasz ciag jest
ograniczony.

Dowdd drugi jest bardziej bezposredni. Niech 8 bedzie liczbg z przedzialu otwartego
o konicach |apl| i 1. Z zalozenia wiemy, ze istnieje taka liczba naturalna k, ze
nieréwnosci

3B i |ant1 — anan| <1-0

k. Dla takich n zatem

||

A\RWN

zachodza dla wszystkich n
|an+1‘ = |05nan + An4+1 — ananl < ﬂ‘anl + 1-— /3
7 tej zalezno$ci mozna juz, poprzez rozumowanie indukcyjne, tatwo wywnioskowaé, ze

|an| nie przekracza najwigkszej z liczb 1,|a1], ..., |axl|, o ile tylko n > k. To za$ dowodzi

ponownie, ze ciag {an}, oy jest ograniczony. O

Teraz, gdy nasze — udowodnione na trzy sposoby — twierdzenie przestato by¢
podejrzane, chyba warto je zapamietaé, choéby jako kryterium zbieznosci ciggdéw.

Z jego pomoca mozna na przyktad, stosujac indukcje wzgledem k, bezbolesnie dowiesé,
ze lim, 00 n"a™ = 0 dla kazdego naturalnego k i kazdego o z przedziatu (-1,1). Na
pewno jednak znacznie wazniejsze jest, by zapamietaé, przynajmniej intuicyjnie, co to
jest przestrzen Banacha.
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