Bledem jest dowodzenie implikacji

z uzyciem twierdzenia o jednoznacznosci
rozktadu, poniewaz to jej potrzebujemy,
aby udowodnié¢ to twierdzenie. Kluczowe
sa tu wnioski z algorytmu Euklidesa,

o ktérych pisalem w kaciku nr 29.

‘aTuRpOP
911MOXfeD BS 1D§0)IRM SURWIAZIIO

Apary ‘Oo1zpmeads ozozssl vqezi], 'Q 1 D
toowod ez fi 1 © 2Azoeuzim [o[ep eUZON
‘Uu=q+D21(0 < q‘D whkzo Azid ‘qgg

»€ Awzpoammod ‘pyfo1y rueSdjod p4q bzsnuw
D{IUUAZD eqo — Y2A}IMONJRD ZDI] NUAZIO[T
eysod m pesidez euzow duoiys emoa] 9
JP[WPpors

mre8djod s a1qo 189l ‘i + g ZIU ©ZSHIIM
24q azow fig 4+ xF eqzdl] Azel 9] G
-ozowod

wk) m oumad eu bd srurpOp L2UUOIISNGO

— mojeipemy| dd1uzox oxel pesidez

ny euzow bd dqzor] U= zb + bd + zd
oruRUMOI Awd(NzRIMZOY

‘T po Azsydim 1 AysAzredoru gsof

uopal [eruwileu 0d YoA101y z ‘MONTUUAZD
oomp uAzoolt oyel sesidez euzow dU0IS
twerd (4 +0) 4+ +(1+2)+0= .2
reTuRUMOI oTuesidez 09 NSNS BMOOJ ¢
"¢ 0 Truzoa d1s 0109 ‘pifomp 18310d

0} T+ w 1T — w pkyg Aqzo1y o3 ©Idr0d
1sol moxtuuizd z Apzey oy ‘(ozsmiord
Aqzor] ©8dr0d 9ol qzo1] yoomp ukzoo[r
nsor (1 +w)(1 — w) = g Awepy g
ouwem 94q 2Sowr 1+ fig 1 T — g

Aqzor| oz ‘pejdruaed AzofeN ‘T — 27 | 6

oz ‘gezeyAm euzow oruzorforeue ‘1 4 fig |
2dm ‘T — 27 } g :94zdo1uerSo odoru rUZOW
moypedAzid 3qzory 09¢ = (1 + fig)(1 — =)
oe)sod op 3drs ezpemoids oTuRUMOY T
Uepez op IMOZed SN\

Jednoznacznos$é rozkladu w N — czes¢ 1
Barttomiej BZDEGA

Przed przystapieniem do lektury zalecam zapoznanie sie z kacikiem nr 23
(Wyktadniki p-adyczne, A}) oraz nr 29 (Algorytm Euklidesa, A3,).

Rozktadem liczby naturalnej n > 1 na czynniki pierwsze bedziemy nazywali zapis

(1) n=pitpy® .ot
w ktérym p1,pa, ..., pr sa réznymi liczbami pierwszymi oraz liczby aq, ae, ..., o
sg, catkowite dodatnie.

Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu méwi, ze kazda liczba naturalna
n > 1 ma dokladnie jeden taki rozklad z doktadno$cia do kolejnosci czynnikow.

Dowdéd istnienia rozkladu. Najpierw zauwazmy, ze kazda liczba naturalna

n > 1 ma dzielnik pierwszy — wystarczy wzia¢ najmniejszy dzielnik n rézny

od 1 (gdyby nie byl on liczba pierwsza, to pewien jego dzielnik bylby jeszcze
muniejszym dzielnikiem n réznym od 1).

Niech g1 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby n. Sa dwie mozliwosci: albo

n/q =1, albo n/q; > 1 ma dzielnik pierwszy go. W drugim przypadku znéw albo
n/(q1q2) =1, albo n/(q1g2) > 1 ma dzielnik pierwszy g¢s i tak dalej. W koricu
dojdziemy do réwnosci n/(q1qz...q) = 1, wiec n = q1g2 . .. ¢ 1 wystarczy
ewentualnie pogrupowaé czynniki i zamienié¢ iloczyny na potegi, by otrzymac
rozktad taki jak w .

Do wykazania jedynosci rozkladu bedziemy potrzebowaé nastepujacego lematu.

Lemat Euklidesa. Niech p bedzie dowolng liczba pierwsza. Dla liczb naturalnych
a i b zachodzi implikacja

(2) plab = plaVvplb.

Dowdéd lematu. Sa dwie mozliwosci: NWD(a, p) = p lub NWD(a,p) = 1. W pierwszym
przypadku p | a, w drugim p | b na mocy wiasnosci (1) z kacika nr 29.

(Mozna, a nawet nalezy uogdlnié: jesli p jest liczba pierwsza dzielaca iloczyn

t liczb naturalnych, to p dzieli co najmniej jeden czynnik. Dowodd przez indukcje
wzgledem t pozostawiam Czytelnikowi.)

Dowdd jedynosci rozkladu. Niech n bedzie liczba spelniajaca réwnosé (1)

i P=A{p1,...,px}. Jedli p € P, to oczywiscie p | n. W druga strone, jesli liczba
pierwsza p | n = p{'ps* ... pL*, to p dzieli co najmniej jeden z czynnikéw,

co prowadzi do wniosku, ze p € P. Wobec tego zbiér P jest jednoznacznie
wyznaczony — jest to zbiér wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby p.

Jest oczywiste, ze p{* | n. Ponadto p§ t n dla a > a1, gdyz w przeciwnym razie
musialaby zaj$¢ podzielnosé py | p3?...pp", co jest niemozliwe, bo p; nie dzieli
zadnego z czynnikéw. Z tego wynika, ze oy = v, (n), analogicznie a; = v, (n) dla
1=1,2,..., k. To dowodzi jednoznacznosci wyktadnikéw.

Jednym z najprostszych zastosowan twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu w N
jest rozwiazywanie réwnan diofantycznych — czyli takich, ktérych niewiadome sa
liczbami caltkowitymi. Réwnanie sprowadzamy do postaci AB = n, w ktorej znamy
rozktad liczby n na czynniki pierwsze i na jego podstawie potrafimy powiedzie¢
co$ na temat A i B.

Zadania

1. Rozwiazaé réwnanie /6zy + 2z — 3y = 19 w liczbach calkowitych x i y.

2. Rozwiazaé réwnanie m? = 2" + 1 w liczbach catkowitych dodatnich m, n.

3. Rozstrzygnaé, czy suma kilku (wiecej niz jednej) kolejnych liczb catkowitych
dodatnich moze by¢ potega dwdjki o wykladniku naturalnym.

4. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb pierwszych (p, ¢), dla ktérych p < ¢ oraz
p% 4+ pg + ¢2 jest kwadratem liczby naturalnej.

5. Udowodnié, ze réwnanie (3z + 4y)(4x + 5y) = 7% nie ma rozwiazai w liczbach
catkowitych dodatnich z, y, z.

6. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (x,y, n) liczb catkowitych dodatnich, spelniajacych
réwnoéé 222 4 5xy + 2y% = 3",
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