Jak wyznaczy¢ najbardziej dowolny trojkat?

Piotr PIKUL*

Kazda liczba naturalna ma jakas$ niezwykla wlasciwosé.
Gdyby tak nie bylo, istnialaby najmniejsza liczba naturalna
nieposiadajaca zadnej wyrdzniajacej jej wlasnosci. A to juz
czyniloby ja wyjatkowa!

To nieco zartobliwe rozumowanie jest pokrewne

z problemem, ktéremu przyjrzymy sie w niniejszym
artykule. Ze szkolnych lekcji geometrii pamigtam narzekania
na rysunki trojkatéw. Ktos rysowal ,dowolny” trojkat na
tablicy, a potem trzeba bylo poprawiaé, bo wygladal jak
prostokatny. Czasem tez bywal za bardzo réwnoramienny.
Zapewne réznie mozna ocenia¢ zasadnos¢ takich narzekan.
Mozna tez sprobowaé nadaé¢ im matematyczny sens!

Szukamy tréjkata ostrokatnego, ktory jest mozliwie
,hajbardziej odlegly” od bycia prostokatnym lub
réwnoramiennym. Jest oczywiste, ze cecha ta nie powinna
zaleze¢ ani od polozenia trdjkata na plaszczyznie, ani

od jego wielko$ci (méwiac precyzyjnie: tréjkaty podobne
uznajemy za nierozrdéznialne). Mozna probowaé zdefiniowaé
odleglosé pomiedzy trojkatami w bardzo abstrakcyjny
sposéb, wybierajac najmniejsza ,odleglo$é” (np. odleglodé
Hausdorffa lub podobna) pomiedzy reprezentantami klas
abstrakcji. Takie podejscie moze okazacé si¢ niewygodne

w stosowaniu. Lepiej najpierw nieco ,zorganizowac”
przestrzen wszystkich tréjkatow.

Skoro chcemy by¢ niezalezni od podobienstwa, mozemy
ustali¢ jeden bok (AB). Mozemy si¢ ograniczy¢ do sytuacji,
gdy ten konkretny bok jest najdtuzszy. Dalej, korzystajac

z odpowiednich symetrii osiowych, mozemy umiescié¢ trzeci
wierzcholek ,,ponad” podstawa AB i po prawej stronie jej
symetralnej (czyli |AB| > |AC| > |BC|).

Zauwazmy, ze kazdy punkt wewnatrz zakreskowanego
obszaru (ograniczonego odcinkiem AB, jego symetralng
oraz tukiem okregu o srodku A) odpowiada jednoznacznie
trojkatowi, dla ktérego jest trzecim wierzchotkiem (C).
Ponadto, jak juz wczeéniej wspomnielismy, kazdy tréjkat
ma swojego reprezentanta tej postaci, i to doktadnie
jednego. Rysunek 1 przedstawia wiec, w pewnym

sensie, zbidr wszystkich tréjkatéw, z doktadnoscia do
podobienstwa.

Rys. 1 A B

To jednak nie koniec, poniewaz mozemy zamienié

go w prawdziwg mape zbioru wszystkich tréjkatow!

Na uzupelionym rysunku 2 wyrédzniono punkty
odpowiadajace trojkatom prostokatnym (czarny tuk
okregu) oraz réwnoramiennym (kolorem). Wsréd tréjkatéw
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réwnoramiennych wyrézniaja sie dwa podzbiory: punkty
lezace na pionowym odcinku reprezentujg tréjkaty
majace podstawe nie krotsza od ramion, a te lezace

na luku oznaczaja, ze to ramiona sa nie krétsze od
podstawy. Na ich przecieciu lezy jedyny i niepowtarzalny
tréjkat rownoboczny. Drugi charakterystyczny tréjkat,
prostokatny-rownoramienny, lezy oczywiscie na przecieciu
huku reprezentujacego trojkaty prostokatne i odcinka
zarezerwowanego dla réwnoramiennych.
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Rys. 2

Znalezienie na ,mapie” trzeciego, czesto wspominanego
w geometrii szkolnej, tréjkata ,,30-60-90” pozostawiam
jako proste ¢wiczenie pomagajace poglebi¢ zachwyt nad
geometria przestrzeni wszystkich trojkatow.

Czarna, przerywana linia oznacza tréjkaty zdegenerowane,
ktorym — tradycyjnie — nie poswiecimy juz wiecej

uwagi. Jak Czytelnicy z pewnoscig spostrzegli, obszar
zakreskowany liniami poziomymi zawiera tréjkaty
rozwartokatne, a linie pionowe ozdabiaja dziedzing
tréjkatow ostrokatnych, ktorymi szczegdlnie sie teraz
interesujemy.

Dzigki ,mapie” okreslenie, jak daleki jest dany tréjkat

od bycia réwnoramiennym (prostokatnym), stato sie
precyzyjne. Skoro chcemy wyznaczy¢ tréjkat, ktéry jest jak
najbardziej odlegly od rownoramiennych i prostokatnych,
interesuje nas srodek najwiekszego okregu, jaki mozna
zmiesci¢ w zakreskowanym pionowo obszarze (PBR).

W ogdlnosci, jesli boki ,tréjkata” nie sa odcinkami, taki
maksymalny okrag niekoniecznie jest styczny do kazdego

z nich. Czytelnik Zaskoczony proszony jest o samodzielne
poszukanie przykladu demonstrujacego te patologie. Akurat
w naszym przypadku okrag wpisany (czyli styczny do
wszystkich ,,bokéw”) jest maksymalny. Czytelnikowi
Ambitnemu polecam zastanowienie sig, co sprawia, ze

tak jest, dlaczego okrag wpisany w krzywoliniowy tréjkat
(wladciwie: punkt réwnoodlegly od wszystkich ,,bokéw™)

w ogdle istnieje i jest tylko jeden. W dalszej czesci po
prostu go wskazemy.

W celu wyznaczenia interesujacego nas punktu mozemy
postuzy¢ sie uktadem wspétrzednych. Ustalajac A = (—1,0),
B = (1,0) oraz szukany punkt jako C' = (d, h), nietrudno
wyrazi¢ jego odlegtodci od pionowego odcinka i obu tukéw
(réznice dlugosci promienia i odlegtoéci punktu od $rodka
odpowiedniego okregu):



dy = d,
ngT’BRf|AC|:27 (d+1)2+h27

d3:|CO|7TBp:\/d2+h271.

Przez O oznaczamy tu, tradycyjnie, poczatek ukltadu
wspolrzednych. Zakladajac, ze di = d2 = d3, mozemy
wyliczy¢ rozwigzanie d = %, h = @. Znajac h i twierdzenie
Pitagorasa, bez trudu wyznaczymy dhugosé boku BC,
Wynoszaca, @. Jedli wiec przemnozymy dlugosci bokdéw

przez 4, otrzymamy, ze
(werble)

najbardziej dowolnym tréjkatem jest ten
o proporcjach bokéw 8 : 7 : 1/33.
Przed przeprowadzeniem wspomnianych obliczen nigdy
o takim trdjkacie nie styszalem, ale to o niczym nie
Swiadczy.

By¢ moze niektérzy Czytelnicy od poczatku sie
zastanawiaja, dlaczego wcale nie poruszyliémy kwestii
miar katow. Przeciez zardwno prostokgtnosé, jak

i rownoramiennosé mozna tatwo wyrazi¢ za ich pomoca,
a do tego ,za darmo” otrzymujemy niezalezno$é¢ od
podobienstwa. Teraz wyprobujemy to podejscie.

Rozwazmy tréjkat o katach «, 5 i +. Poniewaz interesuja
nas tréjkaty ostrokatne, mamy «, 3,y < 90°. Aby tréjkat
byl jak najmniej prostokgtny, réznice 90° — «r, 90° — 3
oraz 90° — ~ powinny osiagaé jak najwigksze wartosci.
Aby byl jak najmniej réwnoramienny, réznice |a — f|,

oo — | i |8 — 7| powinny osiagaé jak najwieksze wartosci.
Podsumowujac, chcemy wyznaczy¢ takie katy, zeby wartosé
min{90° — &, 90° — 3,90° — 7, |a — B, [ =7, |8 — 7}

byla jak najwieksza.

Ponadto wiemy, ze v = 180° — a — 3, czyli mozemy
ograniczy¢ sie do dwéch zmiennych. Po podstawieniu nasze
wyrazenie uzyskuje postac:

F(a,p) = min{90° —a, 90° -6, a+ p—90°,

la — B, |20+ B —180°|, |a+ 28 — 180°| }.

Wartoéci v i 3, dla ktorych osiagana jest najwieksza
warto$é F, mozna znalezé recznie, badajac uktad kilku
nierownosci liniowych i rozpatrujac rézne przypadki. Mozna
tez narysowaé wykres za pomoca odpowiednio zdolnego
oprogramowania.

Niezaleznie od preferowanej metody rozwiazanie jest,
z dokladnoscig do permutacji miar katéw, jedno: tréjkat
o miarach katow wewnetrznych 45°, 60° i 75°.

Zauwazmy, ze mozemy rozwazy¢ osobno ,,odlegtoéé¢ od
prostokatnosci” réwna min{90° — «, 90° — 3, 90° — ~}
oraz ,odlegto$¢ od réwnoramiennoéci” rowna

min{|a — 8|, |a — 7|, |8 — 7|} W przypadku
przedstawionego rozwiazania obie wielkosci osiagaja te
samg wartos¢ 15°.

Zwrdémy jeszcze uwage, ze ,podejscie katowe”

(po uéciSleniu v > 8 > «), generuje alternatywna ,,mapeg”
przestrzeni wszystkich tréjkatéw. I to mape w ksztatcie
tréjkatal

Na tej ,mapie” trojkaty o ustalonej mierze ktoregos z katéw
sg reprezentowane przez proste odcinki. Odréznia ja to

od wersji przedstawionej poprzednio. Jesli ktos nabrat
przekonania, ze w porownaniu z druga ,,mapa” ta pierwsza
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nie ma wlasciwie nic do zaoferowania, proponuje poszukaé
sposobu konstruowania trojkata odpowiadajacego danemu
punktowi ,,mapy katowej”.
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Zostawmy jednak na chwile ,,mapy” i wréémy do
trojkata ,45—60-75". W zadnym razie nie chce podkopaé
u Czytelnika wiary w pigkno matematyki, ale to

nie jest ten sam trojkat co wyznaczony wczedniej.
Formalne zweryfikowanie tego faktu jest bardzo proste,
w przeciwienistwie do rozpoznania ,na oko”, z ktérym
wyjgtkowo niewyjgtkowym trojkatem mamy do czynienia.
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Rys. 4. Tréjkaty ,,45—60-75" (kolorem) oraz ,,8 : 7: v/33” (na czarno)

Tréjkat (tj. odpowiadajacy mu punkt na pierwszej
,mapie”) uzyskany druga metoda lezy na przecigciu
dwusiecznych katéw krzywoliniowego trojkata PBR
(prostych AP i RB), wiec pierwsze podejécie réwniez

go w pewien sposéb wyréznia. Odrywajac sie nieco od
matematycznych konkretéw, mozemy powiedzie¢, ze
trojkat ten, aspirujacy do miana najbardziej dowolnego, jest
niejako poérednim pomiedzy dwoma najmniej dowolnymi —
rownobocznym i prostokatnym-rownoramiennym.

Ktory spoéréod wyznaczonych tréjkatow jest bardziej
dowolny? Zapewne mozna sie¢ spiera¢. Co wiecej, $rodek
okregu wpisanego w ,,trojkaty ostrokatne” na drugiej
mapie wyznacza trzeciego kandydata do miana najbardziej
dowolnego triojkgta. Mozna wskazaé zapewne jeszcze calte
mnostwo wyrafinowanych wersji sSrodka dziedziny trojkatéw
ostrokatnych (por. Encyclopedia of Triangle Centers,
faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html).
Mozna tez zapytaé, czy tréjkat 8 : 7 : /33 lezy w ciekawym
punkcie drugiej mapy?

By¢ moze jakies pozamatematyczne badania dotyczace
postrzegania ksztaltéw i katéw moglyby dorzucié¢ do tych
rozwazan swéj wklad, ale na razie wszystko wskazuje na to,
ze w kwestii wyznaczenia ,najbardziej dowolnego trojkata”
panuje pewna dowolnoéé. Chyba trudno wyobrazié¢ sobie
lepsza pointe dla tego artykutu.
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