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Algorytm Euklidesa najczesciej kojarzy nam sie

z wyznaczaniem najwiekszego wspolnego dzielnika

dwéch liczb®. Istotnie, jest to elementarny i efektywny
sposob na otrzymanie NWD dwoch liczb. Jednak czy
korzystamy przy tym ze wszystkich informacji, jakie daje
nam przeprowadzenie tego algorytmu? Okazuje sig, ze wiele
jego bardzo ciekawych zastosowan. . .
z koncowego wyniku, jakim jest najwiekszy wspolny
dzielnik. Na samym jednak poczatku przypomnijmy, na

czym polega éw algorytm.

Uogodlnienie algorytmu Euklidesa
Adam BARANSKI*

r1. W przeciwnym razie, gdy o # 0, mozemy powtarzaé
operacje dzielenia z reszta az do skutku. Jesli przez ry11
oznaczymy reszte z dzielenia ry_; przez rg, to otrzymamy
cigg nieréwnosci

ro>ry >nre>--->0.

Jednak malejacy cigg nieujemnych liczb catkowitych
nie moze by¢ nieskonczony, wiec dla pewnego n mamy
rn > rpy1 = 0. Zatem 7,1 = g,—17,. Po obserwacji, ze
NWD(T’(), 7’1) = NWD(T’l, T‘Q) = NWD(TQ, 1“3) =
.= NWD(ry—1,7) = rn,

nawet nie korzysta

WezZzmy dwie dowolne liczby naturalne a > b. Przez

NWD(a, b) bedziemy oznaczaé najwiekszy wspdlny dzielnik
liczb a, b. Dla wygody zapisu oznaczmy 1o := a,r1 := b.
Wéwezas po podzieleniu z reszta otrzymujemy

o = qor1 + 12

Jedli ro = 0, to koriczymy algorytm, poniewaz NWD(rq,r;) =

o algorytmie Euklidesa mozna
przeczytaé¢ w tym numerze Delty
w Kaciku Poczatkujacego Olimpijczyka.
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Rozwigzanie zadania F 1024.

Zmiana temperatury stalowej kulki
wyniesie AT = 80°C. Dla osiggnigcia takiej
zmiany nalezy dostarczy¢ energie

w postaci ciepla réwna

Q_

Cieptlo to bedzie dostarczane przez
powierzchnie kulki z szybkosciag
B = 4rR?
dt
W miare ogrzewania wnetrza kulki
strumien ciepla j wnikajacego przez
powierzchnie bedzie sie zmieniat. Dla
naszego oszacowania przyjmijmy, ze jego
$rednia (wzgledem czasu) wartos$é to
w (grubym) przyblizeniu
N AT
J = R
Prowadzi to do oszacowania:
~ cpR?
3\
Dla danych zadania otrzymujemy
T & 40 s. Scigle biorac, cieplo wlasciwe
stali i jej gestosé zalezg od temperatury.
Pominigcie tych zmian jest jednak
nieistotne w poréwnaniu
z niedoktadnoécia naszego oszacowania
Sredniego strumienia ciepta. Otrzymany
wynik nalezy traktowaé jak oszacowanie
rzedu wielkoéci czasu 7.

4nR3
cpAT.
3

W taki poziomy sposéb bedziemy odtad
zapisywa¢ utamek tancuchowy

1

zo = qo +
q1 +
q2 +

dla pewnych naturalnych qp, 72, 0 <19 < 77.

otrzymujemy:
To = qoT1 + T2

L =qr2 + 713

Tn—2 = qn—2Tp—1 +Tn T'n = NWD(CL, b)

PrzejdZzmy wiec do ciekawszej czesci, a mianowicie jednego z wielu zastosowan
algorytmu Euklidesa. Zauwazmy, ze powyzsze dzielenia z reszta mozna przepisaé
jako:

(1)

W takim razie, podstawiajac kolejno powyzsze réwnoéci, otrzymujemy

To 1 1
7:qO+E’ 7_q1+r2a ey
1 o 2 .

1 Tn—1
=qn-—2+ 77> = g

n

Tn—2

Tn—1 T

7‘0_ +1_ I 1 _ _ n 1
Tl*QO :717610 17.“7(10 1
2 @t Q1+ 1
s Q2+. 1
.
qn—1

Utamki tej postaci nazywamy ulamkami lanicuchowymi.

Jak wiec widzimy, algorytm Euklidesa pozwala nam na rozwijanie liczb wymiernych
w utamki tancuchowe. Ponadto, skoro koriczy sie on po skonczenie wielu krokach, to
mozemy dojs¢ do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 1. Dla dowolnej liczby wymiernej algorytm Fuklidesa daje skoriczone
rozwiniecie w utamek tancuchowy.

Kanoniczna wersja algorytmu Euklidesa pozwala nam rozwijaé¢ tylko liczby wymierne.
Co jednak, gdyby$my znalezli analogiczna metode dla wszystkich dodatnich liczb
rzeczywistych? Jak si¢ okazuje, nie jest to wcale az tak trudne do osiagniecia.

Oznaczmy ilorazy xj := =0,1,...,n —1; z réwnosci mozemy odczytaé
1 1 1
To=¢q+— T1=q@+——, ..., Tp-2=(qn-2+ y Tn—1=(qn-1,
I T2 Tn-1

przy czym dla kazdego k zachodzi i < 1, wiec g jest czescia catkowita xy.
Niech |z] b@dzie czedcia catkowita (funkcja entier) liczby x € R. Wtedy
TE = qp + = |z + ﬁ, lub réwnowaznie

1

Wykazalidmy wiec, ze xj, spelniaja rekurenqg (12 D oraz

el

Latwo mozemy sprawdzié, ze przeprowadzajac operacje ., jesteSmy w stanie
rozwijaé (mozliwe, ze ,nieskorniczenie dtugo”) kazda liczbe rzeczywista w ulamek
tancuchowy. Korzystajac z tego ogdélnego algorytmu Euklidesa, mozemy udowodnié
nastepujacy fakt.

mk+1

qr = |zK| oraz Th4l = o dla k=0,1,...,n — 2.

Whiosek 1. Liczba /2 nie nalezy do zbioru liczb wymiernych.
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Przez ten nieskonczony utamek
sygnalizujemy tu jedynie, ze nasz
algorytm si¢ nie zatrzymuje. Przy
odrobinie wysitku mozna przypisaé
nieskonczonym ulamkom tancuchowym
wartosci liczbowe, ale o tym pdzniej.

Rozwigzanie zadania F 1023.
Po ogrzaniu do 100°C ci$nienie zawartego
w butelce powietrza wzrosnie do

p =poT /Ty, gdzie T = (273,15 + 100) K

jest temperatura koncowa w skali Kelvina,

a Ty = (273,15 + 20) K temperatura
poczatkowa powietrza. Poza powietrzem
w butelce bedzie tez para wodna.
Maksymalne ci$nienie nasyconej pary
wodnej w temperaturze to = 100°C =

= 373,15 K jest réwne standardowcmu
ci$nieniu atmosferycznemu Po & 10° Pa.
Cis$nienie w butelce bedzie réwne sumie

ci$nien powietrza i nasyconej pary wodnej.

Ostatecznie:

= 1+T
P =Po T )

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy p ~ 2,34 - 10° Pa. Liczba
moli nasyconej pary wodnej w objetodci
Vo =10"%m? i temepraturze
T = 373,15 K wynosi:

n=PYo 0041,

RT

co odpowmda okoto 0,74 g, czyli okoto
0,74 cm® wody — jest to kropla o $rednicy
okoto 11 mm (masa 1 mola wody to 18 g,
a jej gestos¢ w temperaturze 20°C to
ok. 1 g/cm?®). Co najmniej tyle wody
musi znajdowacé si¢ w butelce przed
rozpoczeciem ogrzewania, zeby osiagnac
obliczone wyzej ci$nienie.
W temperaturze 20°C ci$nienie pary
nasyconej wynosi okoto 2,34 kPa.
Przyjecie, ze przed ogrzewaniem poza
powietrzem w butelce byta takze para
nasycona, wprowadziloby nieznaczng
poprawke do podanego wyniku (mniej
niz 0,001 mola pary).

@

Rozwigzanie zadania M 1674.
Rozpatrzmy dowolny punkt X z danego
zbioru i wezmy okrag € o $rodku

w punkcie X i promieniu D + %

Z definicji D okrag € zawiera wszystkie
25 okregéw o srodkach w wyjsciowych
punktach i promieniu % Wobec tego
poréwnujac pola, dostajemy

p+d) s A (4)
” d (2
2 7 2)

czyli rébwnowaznie D > 2d.

Dowdd. Przyjmijmy xg := f :

V2. Zauwazmy, ze [V2] = 1, wiec x; = m
=1+ /2. Jednakze jesli x, =14 V2, to |2, | = 2, a w konsekwencji réwniez
1 1 1
= = =142
n—lzn] 1+v2-2 V2-1
Zatem skoro z1 = 1+ v/2, to z, = 1 + V2 dla wszystkich naturalnych n. W takim
razie gqo = 1, ¢, = 2 dla n > 0, a liczba

\/5:1+%+%+%+'%‘

ma nieskoriczone rozwiniecie w utamek lancuchowy, wiec na mocy twierdzenia [I] nie
moze by¢ wymierna. O

Tn4+1 =

Kluczows wlasnoécia algorytmu Euklidesa, z ktérej korzystamy, jest to, ze koriczy
sie on po skonczenie wielu krokach. Opiszemy teraz uogdlnienie zachowujace te
ceche i dajace nam mozliwosé szerszego zastosowania. Zauwazmy, ze operacja, ktora
wykonywali$my, parze (a,b) przypisywala pare (b,r), gdzie r bylo reszta z dzielenia
a przez b. Algorytm konczyl sie po skonczenie wielu krokach dlatego, ze reszta

z dzielenia byla coraz mniejsza oraz ograniczona z dotu przez 0.

Podobnie mozemy zdefiniowaé uogdlniona wersje. Dla ustalonego m € N zdefiniujmy
przeksztalcenie ¢, wzorem

om(a,b) = (b-m,r) dlaa >0,
gdzie r jest reszta z dzielenia a przez b. Zauwazmy, ze b-m > b > r, a wiec przy
kazdym przeksztalceniu ¢, druga wspélrzedna zmniejsza sie i jest ograniczona
z dotu przez 0. Zatem nie ma znaczenia, jakie bralibySmy ¢,,, (m; € N), zawsze
algorytm, ktéry w i-tym kroku przeksztalca pare (a,b) na ¢, (a,b), koficzy sie po
skoniczenie wielu krokach.

Zobaczmy na przykladzie, jak dziala nasza uogdlniona wersja algorytmu Euklidesa.
Rozwazmy ciag (my)ren taki, ze my = k dla kazdego k € N, i zastosujmy ciag
przeksztalcen ¢,,, na liczbach 101 i 82. A wie;c mamy

(101,82) % (82-1,19) V22 (19-2,6) 2% (6 - 3,2),

a skoro 18 jest podzielne przez 2, to koriczymy algorytm. Od razu narzuca sie
nastepujaca obserwacja — wynikiem naszego algorytmu nie musi by¢ najwiekszy
wspdlny dzielnik liczb a i b (bowicm NWD(101,82) = 1 # 2 = NWD(18, 2)). Mozemy
jednak w sposéb analogiczny do rozwing¢ liczbe 3 101 w uogdélniony utamek
tancuchowy, korzystajac z przeprowadzonego algorytmu. Mamy:

101 1 821 2 19.2 3
14 2 _4g Iy
821 192 6-3
82 ST 19 - 6 5
zatem
101 1 1 1 1
=l —— =1 -1
;2 Tmio ot > M
6 6+ 53 6+
5 9

Uogdlnionymi ulamkami taiicuchowymi (generalized continued fraction)
nazywamy wszystkie utamki tej postaci, lub bardziej precyzyjnie, postaci:

bi|  ba|, bs|, bn
(3) ao+'—1‘+'—2‘+'—3‘+'—‘,
aq as “ee (475

gdzie ag jest dowolng liczbg calkowita, zas a1, ..., an, b1,bs,..., b, sa
naturalne. Ulamkiem laficuchowym (po prostu) sa wtedy ulamki postaci (3)
dla by =by = ... =b, = 1. Powyzej udato nam si¢ wiec rozwina¢ utamek =
w uogdlniony utamek tancuchowy dla by =1, by =2, bg = 3.

Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu liczb naturalnych (my)ren mozemy wyprowadzié
podobne wzory, a mianowicie

(4)

i wéwczas

ML lak=0,1,...,0 — 2,
xk*kaJ

x0=q0+m1+m2+m3+mnil-
q1 q2 Tn—1

Poniewaz uogoélniona wersja algorytmu Euklidesa réwniez konczy sie po skoniczenie
wielu krokach, wiec mozemy sformulowaé¢ odpowiednik twierdzenia [T}

k= |TK] oraz xpiq =
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Dla ciggu (mr)ren = (2,2,...) wszystkie
ponizsze rozwiniecia dajg te sama liczbe:
2 2 2
) 1 2 1 2

2

y T ..

Mozna si¢ umoéwi¢, ze granicg ciggu R,
zapiszemy jako

1
e=2+

1+
2+
3+

3

44 .

Dla utamka jak w rekurencje

Ppy1 = ant1Pn 4+ bpt1Pn_1 (i podobng
dla Qpn+1) mozna uzasadnié przez

ant1
brt1

obserwacje, ze zamiana a, na a, +

daje utamek o jedno pigtro dtuzszy.

Liczbe m mozemy zapisaé jako
nieskonczony utamek tanuchowy
w nastepujacy sposob:

4
12
32
52
72

T =

1+
2+
2+
2+

24+

Twierdzenie 2. Dia kazdego ciggu (my)ken, jesli liczba xq jest wymierna, to po
zastosowaniu algorytmu opisanego wzorem uzyskane rozwiniecie w uogdlniony
utamek taricuchowy dla b; = m;yq1 jest skoriczone.

Warto tutaj dodaé¢ kilka stéw komentarza. Rozwiniecie uzyskane przez zastosowanie
algorytmu Euklidesa (badZ jego uogdlnionej wersji) jest jednoznacznie wyznaczone.
Nie oznacza to jednak, ze rozwiniecie liczby w uogdlniony utamek tancuchowy jest
jednoznaczne — nawet po ustaleniu ciagu (my)ren mozliwe jest uzyskanie réznych
rozwinieé¢ danej liczby (jak na marginesie obok). Twierdzenie to daje nam jednak
pewnosé, ze rozwijajac liczbe wymierna w szczegdlny sposéb (dany wzorem ),
otrzymamy rozwiniecie skonczone. Zaobserwujmy jego zastosowanie na przykladzie
dowodu nastepujacego faktu.

Whiosek 2. Liczba e jest niewymierna.

Dowdéd. Dowdd oprzemy na rozwinieciu e w nieskonczony uogdlniony utamek
tancuchowy:

. . 11 1] 2 3 n—1
67711520]%”’ gdzie R, .72+E+g+g+ﬁ+ﬁl.

Znajac juz rozwiniecie liczby e, latwo uzasadni¢ jej niewymierno$é. Przyjmijmy ciag
(mi) = (1,1,2,3,...) i zastosujmy uogdlniony algorytm Euklidesa do zo = e.
Dla wyznaczenia x1 wystarczy zauwazy¢, ze zaznaczony na marginesie kolorem

utamek e’ —1+H H H

Tl = = 2 jest réwna wladnie €’. I tak dalej, tatwo przekonadé sie, ze uogdlniony
algorytm Euklidesa w kolejnych krokach po prostu odcina kolejne poczatkowe
fragmenty utamka. Skoro utamek ten jest nieskoriczony, algorytm nigdy nie koniczy
dziatania, co na mocy twierdzenia 2 oznacza niewymiernosé e.

.. jest wiekszy od 1. W konsekwencji |e] = 2 i warto$é

Pozostaje uzasadnié zbieznoé¢ R,, — e. W tym celu bedziemy korzysta¢ z nastepujacej
definicji liczby e:

oo
(—1)" 11 1
— S NI
z_;) il TR

Da si¢ wykazaé, ze R, =
a mianowicie:
Ph=2, P =3
Q=1 G1=1,
Zauwazmy, ze Py =2 = 2

(n+2)‘
n+1

g" , gdzie P, Q, zdefiniowane sa rekurencyjnie,

n

Poy1=Py(n+1)+P,_in dla n
Q7L+1 = Qn( ) + Qn_ln dla n
,PP=3=5, P =8= f! itd. Za pomoca indukcji mozemy

>1
> 1.

udowodnié, ze P, = . Gdy znamy juz wartos¢ P, narzuca si¢ podstawienie

~  Qn n+1
Qni?niQn(n-ﬁ—Q)!.

Wéwezas Qg = & = oraz z rekurencji mam
0= 3

~ (n +3)!
Qn+1 n+ 2

(717.l+2) ) d05taJemy Qn+1

n+3 (Qn -

i ostatecznie Q,, =

=Qn(n+2)'+ Qu_1(n+1)!

n+2 A 1 e
Qn n5 + Qn-1575- Jednakze

Qn_l), co przez indukcje pozwala wyznaczy¢

n+2 (—1)*

k=0 " &I
1 1 1

lim R, = lim =% = lim — = ————__— _~_ —¢

n—oo n—oo Qn n— 00 Qn hm ZJFS (—kll)k 6_1

Dzielac stronami przez
wowczas Qn+1 — Qn =

Qn+1 Qn =

W . Zatem

Koriczy to dowdd zbieznosci R, — e, a zatem i dowod niewymiernosci e. a

W powyzszym dowodzie kluczowe byto przedstawienie liczby e w postaci
nieskoniczonego utamka tancuchowego. Niestety, nie kazde rozwinigcie ma taka
wlasno$é, ze przy kazdym kroku algorytmu schodzimy o jedno pigtro w doét.

Taka sytuacja nie ma na przyktad miejsca, gdy przeprowadzamy algorytm na
przedstawionym obok rozwinieciu liczby . Od razu wiec narzuca si¢ pytanie, czy
mozemy w jakis sposob sklasyfikowaé te rozwiniecia, na ktérych przeprowadzenie
algorytmu odcina kolejne pigtra? Czy jest w ogdle mozliwe, aby przeprowadzenie
algorytmu niekoniecznie schodzifo o jedno, ale na przyklad o kilka pieter w dot?

I najwazniejsze, jaki ma to wszystko zwigzek z tytulowym algorytmem Euklidesa. . .?
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