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y=f(z)

/dw

O x

dy

Interpretacja dx, dy: para (dz, dy) jest
wektorem stycznym do krzywej y = f(z)
w punkcie (z, f(z)).

Pochodna jako tangens kata a:

dy = f'(z)dr ~ (y' —y) = f'(z) (2" —2) -
réwnanie prostej stycznej do wykresu
funkcji y = f(z) w punkcie (z, f(x)).

Roéwnania rézniczkowe i geometria (I)
Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Sformutowana w XVII wieku, za sprawa Kartezjusza i Fermata, geometria
analityczna ustanowila zwiazek geometrii z analiza. Dla przyktadu okrag
zdefiniowany jako zbior punktow na plaszczyznie jednakowo odlegltych

od danego punktu na tej ptaszczyznie otrzymal teraz — w dodatku do
geometrycznej reprezentacji i definicji stownej — reprezentacje w postaci
réwnania algebraicznego 2 + y? = r?, gdzie para (z,y) to wspotrzedne
kartezjaniskie punktu na okregu o srodku w (0,0), a r to jego promienn. Wydana
w 1637 roku Rozprawa o Metodzie Kartezjusza byla prawdziwym przelomem nie
tylko w filozofii, ale takze w matematyce. Od tej chwili badano krzywe réwniez
metodami analitycznymi.

Nastepny przelom w matematyce w XVII wieku nastapil, gléwnie za sprawa
Leibniza i Newtona, wraz z wprowadzeniem rachunku rézniczkowego i catkowego.
Pozwala on powiazaé nie tylko dana krzywa, ale cate rodziny krzywych,

z jednym réwnaniem, tym razem nie algebraicznym, lecz rézniczkowym.

Zacznijmy od najprostszego przykladu, gdzie rodzina krzywych to rodzina
prostych, ktére w prostokatnym ukladzie kartezjanskim sg réwnolegle do
osi OX. W opisie Kartezjusza mozemy dowolng prosta tej rodziny opisaé
rownaniem

(1) y(z) =c,

gdzie c jest liczba rzeczywista. Chcac opisaé¢ calg rodzine za pomoca jednego
réwnania, musimy wyeliminowaé¢ parametr ¢, méwigcy o miejscu przeciecia tej
prostej z osia OY. Mozna to zrobié, biorac pochodna wzgledem zmiennej x obu
stron réwnania. Otrzymamy wtedy rownanie

@ y(@)=0 2
dy

Pochodzacy od Leibniza symboliczny zapis g2 = 0 jest niezwykle wygodny
do badania réwnan. Nie ma w nim niczego tajemniczego, jesli si¢ wie, jak
go rozumie¢ w danym kontekscie. Symbole dy i dxr nazywamy rézniczkami,
stad réwnanie jest rownaniem rézniczkowym, a doktadniej rownaniem
rozniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu. Przejécie od réwnania do
réwnania nazywamy catkowaniem réwnania rézniczkowego. Szukane
rozwigzanie ogolne to cala rodzina prostych, od ktérych wyszlismy w tym
przykladzie.

dy

lubw innym zapisie — =0.

Rozwazmy przyklad nieco trudniejszy. Nasza rodzina krzywych jest teraz
rodzina okregéw o srodku w punkcie (0,0) na plaszczyZnie i dowolnych
promieniach ¢ > 0. Wiemy juz, ze kazda krzywa tej rodziny mozemy opisaé
rOwnaniem

(3) 2 +y? =2
Sprébujmy ulozy¢ rownanie rézniczkowe tej rodziny okregéw. Wytaczajac punkty
przeciecia okregéw z osia O X, polokregi powyzej i ponizej tej osi wyrazone

sa przez pewne funkcje y = y(x), ktére w tym przykladzie tatwo wyliczyé

z réwnania . My jednak postapimy nieco inaczej. Zapiszmy réwnanie (3

w postaci 9

2 +y(x)? =c

i wezmy pochodng obu stron wzgledem zmiennej x. Otrzymamy
2z + 2y(x)y'(z) =0,

zatem ostatecznie

(4) -y
Roéwnanie (EI) opisuje rodzine naszych okregdw, a gdyby sie ktos upieral,
ze przeciez przy jego wyprowadzaniu wylaczyliSmy punkty przeciecia
okregow z osia OX, to tu przychodzi z pomoca genialna symbolika Leibniza.
W otoczeniu wylaczonych punktéow zapisujemy réwnanie jako

dx Y

(5) @ = 7’

d
y'(z) = ~% lubw innym zapisie Yoz
)
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gdzie teraz zmienna zalezna jest funkcja x(y). Dla upartych, ktérzy nie zgadzaja

(dz, dy) sie, ze réwnania @) i to przeciez nie jedno réwnanie, uzyjemy trzeciego
zapisu:
(@) xdx + ydy = 0.
o Czy patrzac na to réwnanie, widzicie juz jego rozwigzanie ogélne? Co ono
oznacza geometrycznie? Prawda, ze wida¢? A teraz scalkujemy je analitycznie.
Przyt6zmy do réwnania znak calki, bedacy nieco znieksztalcona litera ,,S”,
oznaczajaca sumowanie — oznaczenie wprowadzone przez Leibniza w 1675 roku.
Tloczyn skalarny wektora (z, y) Znajac wlasnosci tej operacji, mozemy napisaé
z wektorem (dz, dy) stycznym do szukanej
krzywej jest rowny zeru /;vdm + /ydy _ 07
(z,y)(dx, dy) = xdz + ydy = 0.
Szukang krzywa w przypadku (@) i co daje bezposrednio
jest okrag. 1 9 1 9 =0
5T + 5Y +C =0.

Tutaj C' jest dowolna stala calkowania, a rownanie ma rozwigzania dla C' < 0,
. . . .z . 192 ot ’ .
stad mozemy podstawi¢ C' = —35c* i dostajemy réwnanie .

Ten algorytm dziata tylko w dosé prostych przypadkach. Rozwazmy teraz
przypadek jeszcze trudniejszy. Sprobujmy scalkowaé rownanie

(6) (zy? +2° +y —2)dy — (y* + 2’y —y — x)dz = 0.
Widaé, ze poprzedniego algorytmu nie da sie zastosowaé¢ bezposrednio. Co zatem
mozemy zrobi¢?

Gdy piszacy te stlowa poznawal réwnania rézniczkowe po raz pierwszy,

z tak zwanych nowoczesnych lub wspétczesnych podrecznikéw, byt mocno
rozczarowany. Dawaly one wrazenie, ze ich struktura podobna jest do struktury
ksigzki kucharskiej z przepisami. ,,Gdy masz to, zréb tak” — zbiér trickdéw, za
pomoca ktorych mozna byto scatkowaé réwnania réznych typow. Trickéw, ale

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zadnego ogdlnego algorytmu.

Nie odwazam si¢ na dodatkowa notatke Na przyklad w przypadku réwnania @ nalezalo ,zauwazy¢”, ze zmieniajac
© Leibnizu na marginesie, zdajac sobie zmienne x i y na nowe, r i 6,

sprawe, ze z koniecznosci kazda jej

realizacja bylaby réwnie informatywna (7) T = rCoSs 0, y=r sin @

jak przyblizenie Wam stonia

bezsprzecznie prawdziwym stwierdzeniem, (para (r,6) to tzw. wspdlrzedne biegunowe), mozemy wyrazi¢ réwnanie @
ze jest to duze i sympatyczne zwierze. : .

Odsytam do literatury na koncu artykutu. w nOWyCh Zmlennych JakO

dr

0 r(1—r?),

ktére catkuje sie juz bezposrednio. Znajac rozwiazanie r = r(6), mozna,
korzystajac z réwnan (7)), wyrazi¢ je w zmiennych (z,y), otrzymujac tym samym
rozwiazanie rownania ([6)). Wszystkie wlasnosci rozwiazania mozna odczytaé

z jego wyrazenia w zmiennych biegunowych. W formie uwiklanej postaci
F(r,0) = ¢, ktéra nazywamy calkq pierwszq réwnania réiniczkowego, wyraza
sie ono wzorem

log

Dodatkowymi rozwigzaniami sa r =01ir = 1.

Kilka stéw o powyzszym ,zauwazaniu”... Z réwnania @ mozna obrét wokot poczatku uktadu wspélrzednych przeprowadza krzywe
odgadnadé, ze grupa obrotéw plaszczyzny wokél poczatku uktadu calkowe na krzywe calkowe, stad tez grupa obrotéw zachowuje
wspoélrzednych przeprowadza rozwiazania tego réwnania na réwnanie rézniczkowe @ Z réwnania
rozwiagzania tego samego réwnania. Pomoze nam w tym geometria. tga = 1
Nasze réwnanie zapisujemy w postaci . L. L r2 =1 R
dy _y L wynika tez, ze okrag o promieniu 1 jest krzywaé Callfowq, .ktorac
dz _x  _ grupa przeksztalca na ten sam okrag. Drugim rozwigzaniem
— %Z—Z r2—1’ o tej wlasnosci jest oczywiscie poczatek uktadu wspéirzednych.
gdzie r2 = 22 + y2. Lewa strona powyzszego réwnania jest Widzimy, ze dziatanie grupy obrotéw zachowuje wielko$é
tangensem kata o pomiedzy styczna do krzywej catkowej r = /72 + y2, zmienia sie tylko kat obrotu . W ptaszczyznie
w punkcie (z,y) a promieniem wodzacym tego punktu (r,0) odpowiada to wedréwce po prostych r = const, a stad juz

wyprowadzonym z poczatku ukladu wspéirzednych. Oznacza to, ze wnioskujemy, ze podstawienie jest wtasciwe. Wiecej o tym

krzywe calkowe tworza z okregami r? = x2 4 y? staly kat, a kazdy w nastepnym artykule.

No dobrze, ale ,zauwazenie” to przeciez nie algorytm. Okazuje sig, ze takie
algorytmy istnieja, ze byly juz znane w XIX wieku i widnialy w podrecznikach
z réwnan rézniczkowych, ale... w pewnym momencie jakby o nich zapomniano,
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Sophus Lie (1842-1899)

Rodzina wspétogniskowych elips
i hiperbol

Charles Babbage (1791-1871)
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wyrzucajac jednoczednie z podrecznikow. Przypomniano sobie o nich w p6znych
latach 60. XX wieku, w zwiazku z badaniami waznych zagadnien nieliniowych,
jednoczesnie w dobie komputeréw, ktorych dziatanie nie opiera sie na
Lzauwazaniu”, ale na algorytmach.

O tym, jak rozwiazaé¢ réwnanie @, i nie tylko to, korzystajac z ogdlnej

metody, opowiemy w nastepnym artykule. Jego bohaterem bedzie Sophus Lie —
bardzo ciekawy gigant matematyczny, ktérego jedna z naczelnych idei byto
przeniesienie teorii catkowalnosci réwnan algebraicznych, teorii Galois, na
réwnania rézniczkowe. Dotyka to najwazniejszej ogolnej idei wprowadzonej do
matematyki i fizyki w XIX wieku, idei symetrii danego obiektu, w naturalny
sposob powiazanej z pojeciami niezmienniczosci i grupy — pojecia te widzimy juz
u Galois. Idee te pozwolity powiazac gleboko réwnania rézniczkowe z geometria
i algebra. Zauwazmy, ze mamy tu nowa jakosé. Dotaczyta algebra. Jej jezyk
potaczyl teorie catkowalnosci réwnan algebraicznych i rézniczkowych, wskazujac
na ciekawe analogie miedzy gléwnymi twierdzeniami obu teorii.

Wr6émy do naszych elementarnych rozwazan. Powyzsze powigzania rownan
rézniczkowych z rodzinami krzywych maja proste uogélnienia. Na przyktad gdy
chcemy znalez¢ réwnanie rézniczkowe zwiazane z rodzina parabol

(8) y=a+ar +b.

Zauwazmy, ze jest to rodzina dwuparametrowa. Aby pozby¢ sie parametrow,
rézniczkujemy dwukrotnie to réwnanie, dostajac y”(z) = 2. Calkujac to réwnanie
bezposrednio dwa razy, dostajemy rozwiazanie ogélne w postaci . Widzimy, ze
stopien réwnania jest zwiazany z liczba parametrow danej rodziny krzywych.

Rozwazmy trudniejszy przykiad, rodzine wspoétogniskowych stozkowych dana

rownaniem 2 2

z Y
PR S I S
gdzie a i b, a > b, sa ustalonymi stalymi, \ jest parametrem (\ > —b? to elipsy,
b2 < —\ < a? to hiperbole, wspélne ogniska (£v/a2 — b2,0)). Réwnaniem
rozniczkowym opisujacym te rodzine jest réwnanie

dy ? 2 2 2 2\ dy
xyl—) + (@ -y —a —i—b)%—xyzo.

dx
Proponujemy Czytelnikom udowodnienie powyzszego stwierdzenia oraz faktu, ze
elipsy i hiperbole przecinaja sie pod katem prostym.
k) ok k

Ponizej przedstawie kilka uwag, ktore nasunely mi sie podczas pisania tego
artykutu.

Zachwycatem si¢ notacja Leibniza. Jak wazne jest wybranie dobrej notacji,
mozna zobaczy¢, sledzac rozwdj rachunku rézniczkowego i catkowego. Newton
oznaczal pochodna funkcji y przez ¢, a Leibniz przez %' Poniewaz na Wyspach
Newton byl bogiem, ktorego nalezato nasladowaé, jego nastepcy uzywajacy

tej notacji spowodowali opéZnienie rozwoju rachunku rézniczkowego na
Wyspach o cale lata w stosunku do Kontynentu. Z ta sytuacjg walczyt Charles
Babbage — jeden z ojcow komputeréw. W 1819 roku, jeszcze jako student, wraz
z kilkoma kolegami zalozyl on na uniwersytecie w Cambridge Analitical Society,
towarzystwo promujgce rachunek rézniczkowy. Jednym z gtéwnych celéw tego

towarzystwa byla walka z ,kropkowcami” i krzewienie notacji Leibniza.

Symbolika musi by¢ dobra do rozwiazywania problemoéw, a sama w sobie nie jest
matematyka, lecz tylko symbolicznym zapisem pewnych idei ujetych w relacje
pomiedzy danymi obiektami. Fascynujace jest to, ze ,réwnania wiedza wiecej
od nas”, tzn. zawieraja nieraz w sobie rzeczy, o ktorych nam sie nie $nito, gdy je
wypisywaliSmy, ale to juz temat na oddzielny artykut.

Zauwazmy na koniec, ze notacja Leibniza jest bezposrednio zwiazana

z algorytmem rozwigzania problemu. Leibniz chcial stworzy¢ jezyk uniwersalny,
za pomoca ktérego daloby sie rozwiazaé np. kazdy spér. Dany problem nalezato
przelozy¢ na ten jezyk, zastosowaé odpowiedni algorytm i otrzymaé wynik.
Wiadomo, ze tak ogélne wizje nie maja widocznych realizacji i... ludzie dalej
sie kloca, kto ma racje w danej sprawie.
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