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Funkcje d : X x X — [0, 00) spelniajaca
dla dowolnych z, y, z € X warunki

(ml) d(z,y) =0 < z=wuy,

(m2) d(z,y) = d(y, =),

(m3) d(z,y) < d(=, 2) + d(z y)
nazywamy metrykq (odlegloscig).

Pare (X, d) nazywamy przestrzeniq
metryczng, zobacz Aly.

W przestrzeni metrycznej (X, d) odcinek,
prosta, okrag okreslamy nast¢pujaco:
(1) odcinek o koncach a, b € X to zbiér
(€ X : d(a,) + d(, b) — d(a, b)},
(2) prosta przechodzaca przez punkty
a,be X, (a# b) to zbiér
{ze X :d(a,z) + d(z, b) = d(a, b) V
Vv d(z, a) + d(a, b) = d(z, b) V
v d(z,b) + d(b, a) = d(s, a)},
(3) okrag o $rodku a € X i promieniu
r > 0 to zbiér {zx € X : d(z,a) =r}.
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Funkcje || - || : R?2 — [0, c0) nazywamy

normg, jesli dla dowolnych @, y € R?,

a € R spelnia warunki

(nl) |jz|=0 < =z=0,

(n2) la-all = a| - |||,

(03) llz+ yll < ll=ll + llyll.

Pare (R?, ]| - ||) nazywamy przestrzenia
unormowanq. W przestrzeniach
unormowanych wzér d(z, y) = ||z — y||
definiuje metryke. Definicje te pozostaja
prawdziwe, gdy zamiast przestrzeni R?

rozwazymy dowolng przestrzen liniowg X.

O metrykach i kulach
Jarostaw GORNICKI*

Jasiu, jak daleko masz do szkoly? Ciociu, to zalezy, na jakq lekcje? Ta wymiana
zdan pokazuje, ze w zyciu codziennym odlegtos$¢ jest pojeciem subiektywnym.
Moze by¢ okreslona na wiele sposob6éw, np. droga na szczyt czerwonym szlakiem
to 2,5 h. W matematyce trzymamy sie prostych regul (patrz margines).

Plaszczyzna R? (ogélnie: zbiér) z réznymi metrykami moze mieé¢ rézne wiasnodci.
W tym artykule beda nas interesowac ksztatty kul jednostkowych.

Przypomnijmy, kulg o sSrodku w punkcie p € X i promieniu r > 0 nazywamy zbiér
Blp,r] ={x € X : d(p,x) < r}. Stowo ,kula” nie okresla tu ksztaltu zbioru B[p,r]
— ten moze by¢ zaskakujacy.

Przykiad 1. Na poczatek co$ regularnego. Gdy w szkole odleglo$¢ miedzy
punktami € = (z1,41), y = (22, y2) mierzymy linijka, czyli stosujemy wzdr
Pitagorasa

da(x,y) = /(w1 — 22)? + (1 — y2)%,
to otrzymujemy wzorcowa przestrzen euklidesowa (R?,ds). Kule w tej przestrzeni
sa kolami, a brzeg kuli By[0, 1] opisuje réwnanie 22 + y? = 1 (rys. 1). W takiej
przestrzeni poznajemy geometri¢ euklidesows plaszczyzny oraz analize
matematyczng, postrzegamy otaczajacy nas lokalnie swiat. A jak wyglada
geometria i analiza w innej metryce?

Przykiad 2. Na plaszczyznie porod$nietej gesta dzungla, przez ktora przepltywa
rzeka, poruszamy sie $ciezkami prostopadlymi do rzeki lub rzeka. Odlegtosé
miedzy punktami wyznacza dlugos$é drogi, jaka musimy pokonaé. W tej
przestrzeni ksztalt kuli zalezy od potozenia jej érodka i wielkosci promienia.
Dla kuli o promieniu r = 1 mozemy wyréznié¢ przypadki (rys. 2):

(1) odlegto$é¢ érodka kuli p od rzeki
wynosi co najmniej 1,

(2) srodek kuli p jest poza rzeka, p
ale w odleglosci mniejszej niz 1,

(3) érodek kuli p jest na rzece. D
Rys. 2

Przyklad 8. Gdy odleglo$é miedzy punktami ¢ = (21,y1), y = (22, y2) okreslimy
wzorem

d(z,y) = \]z1 — 22+ V|y1 — el

to brzeg kuli B[0, 1] opisuje krzywa /|2 + /|y] = 1, |z| < 1, |y| < 1. Jej
ksztalt otrzymamy, rysujac najpierw wykres funkcji y = (1 — /x)?, 0 < x < 1,
nastepnie odbijajac ten wykres wzgledem osi OX, a potem (calo$é) wzgledem
osi OY (rys. 3). Odcinek taczacy punkty A = (0,1) i B = (1,0) nie zawiera sie
w kuli B[0, 1], bo dla punktu C= (1, 1) € [4, B], d(0,C) = v2 > 1.

202
Przyktady 2 i 3 pokazuja, ze kule w przestrzeni metrycznej ani nie musza miec¢
jednego ustalonego ksztaltu, ani nie musza by¢ zbiorami wypuklymi (zbidr jest
wypukly, gdy wraz z kazdymi dwoma punktami zawiera odcinek je taczacy).
Unikniemy tego, wprowadzajac metryke za pomoca normy (patrz margines).
Na przyktad, aby otrzymaé kule B30, 1] z przykladu 1, wprowadzamy norme

euklidesowa ||(z,y)|l2 = /22 + 2.

Gdy metryka pochodzi od normy, to role kuli jednostkowej B[O, 1]

w przestrzeni R? (ogdlniej, w przestrzeni liniowej) musi petnié zbiér A, ktory
jest wypukly, symetryczny wzgledem punktu 0, tj. A = —A, ktérego przeciecie
z kazda prosta przechodzaca przez punkt 0 jest skonczonym niezdegenerowanym
odcinkiem. Zaleznosé w druga strong tez jest prawdziwa: dowolny taki zbior A
definiuje norme, w ktorej jest on kula jednostkowa.
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Poznanie przykladéw ksztaltowania kul przez normy i norm przez kule moze
by¢ pozytecznym doswiadczeniem. Rachunki ograniczymy do niezbednego
minimum na rzecz odwolywania si¢ do znanych przykladéw i naszej wyobrazni.
Zapraszamy!

Przyklad 4. W rodzinie norm ||(z,y)|, = (|z? + |y|p)%7 1 < p < oo dla normy
(@, y)llr = =] + [y] kula

B1[0,1] = {(z,y) € R* : [z] + [y < 1}
jest kwadratem (rys. 4). Zauwazmy, ze obwdd tej kuli, mierzony w metryce,
z ktorej ta kula pochodzi, jest réwny 8.

L 1 .
Poniewaz limy o0 (|z[” + |y|?)» = max{|z[, [y[}, wicc [(2,y)[lec = max{]|z], [y}
W tej normie kula
B[0,1] = {(z,y) € R* : max{|z|, [y} <1} =
={(z,y) eR®: |z <1 A Jy| <1}
tez jest kwadratem o obwodzie réwnym 8 (rys. 5). Kule jednostkowe w normach
Il llp, p > 1 przedstawia rys. 6.

<
<

Przyktad 5. Norma ||(z,y)||1 = |z| + |y| z przykladu 4 jest szczegblnym
przypadkiem z rodziny norm ||(x,y)| = a|z| + b|y|, gdzie a,b > 0. Przy takich
normach kula B[0, 1] jest rombem o bokach réwnolegtych do prostych y = +¢x.

Norma ||(z,9)|lcc = max{|z|, |y|} z przykladu 4 jest szczegélnym przypadkiem
z rodziny norm ||(z,y)|| = max{a|z|,bly|}, gdzie a,b > 0. Przy takich normach
kula B[O, 1] jest prostokatem o bokach réwnoleglych do osi wspéirzednych.

Przyklad 6. W normie ||(z,y)| = max{+/2z2 + y2, |z + y|} kula BJ0, 1] powstaje
z przyciecia kota jednostkowego pasem {(z,y) € R? : |z +y| < 1} (rys. 7).
Przyciecia kota jednostkowego mozemy modelowaé, przyjmujac np. normy

2
(o 9)l = ma{ /22T 32 N+ o}, e A > 22,
(@, y)|| = max{/z? + y?, 2[x[}.
Przyklad 7. Jedli norma ||(z,y)|| = max{|z|, |y|, |z + y|}, to kula
B[0,1] = {(z,y) € R* : max{[z|, |y, |z +y[} <1} =
={(z,y) €R?: 2| <1 A |yl <1 A |z +y| <1}
jest sze$ciokatem bedacym czescia wspélna trzech paséw (rys. 8). Mozna na

to tez patrzeé jak na przyciecie kwadratu jednostkowego w normie || - ||oo
z przykladu 4 pasem {(z,y) € R? : |z + y| < 1}. Obwdd tej kuli jest réwny 6.

Oczywiscie mozliwe sg réwniez inne przyciecia wspomnianego kwadratu.

Przykiad 8. Kula B[0, 1] moze by¢ szedciokatem foremnym, ktérego jednym
z wierzchotkéw jest punkt (1,0). Otrzymamy ja jako przeciecie trzech paséw,
przyjmujac norme (rys. 9)

T+ 5y

o)l = masc{ o +

Obwdd tak otrzymanej kuli jednostkowej jest réwny 6.

V3

) | T —

) 2201}

Zadanie 1 (rozwigzanie na stronie 2). Okresli¢ norme ||(z,y)|| tak, aby kula
jednostkowa B[0, 1] byla o$miokatem foremnym.

Przykiad 9. Korzystajac z normy

2,y = max{—= + /a2 + %,z + /&2 + 2} = [l + V2 + o2,

otrzymujemy kule B[O, 1] — ,soczewke wypukla”, ktéra jest ograniczona dwoma

tukami parabol x = + 1_2y2 (rys. 10).

W 1932 roku Stanistaw Golab wykazal, ze: na plaszczyinie R? obwéd kuli
Jjednostkowej jest liczbg z przedzialu [6,8]. Ograniczenie dolne realizuja kule
sze$ciokatne z przykladow 7 i 8, a ograniczenie gorne realizuja kule kwadratowe
z przykladu 4. Wiecej o twierdzeniu Golaba bedzie mozna przeczytaé¢ niebawem
w Delcie!
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W 2000 roku Charles L. Adler i James Tanton pokazali, ze wéréd kul
jednostkowych B,[0, 1] wyznaczonych przez metryki ||(z,y)||p, 1 < p < oo,

z przykladu 4, najmniejszy obwdd (= 27) ma kula Bs[0, 1] wyznaczona przez
metryke (norme) euklidesowa.

Pole kota jednostkowego w metryce euklidesowej z przykltadu 1 jest réwne .
A moze kto$ z Czytelnikow ma pomyst, jak obliczyé pola kot jednostkowych
w innych metrykach. ..

Pokazaliémy juz, jaki ksztalt moga przyjmowaé kule jednostkowe w zbiorze R?
przy réznych metrykach. Teraz zobaczymy, jaki ksztalt maja kule jednostkowe
w przestrzeni R3 z réznymi metrykami.

Ze wzgledu na mozliwe zastosowania uwage skierujemy na metryki pochodzace
od normy. Gwarantuja one, ze kule jednostkowe B[0, 1] w przestrzeni R? sa
zbiorami wypuklymi, symetrycznymi wzgledem punktu 0, ktorych przecigcie

z kazda prosta przechodzaca przez punkt 0 jest skonczonym odcinkiem réznym
od punktu. Prawdziwa jest tez zalezno$¢ w druga strone: kazdy zbior o wyzej
podanych wlasnosciach definiuje norme, w ktorej jest on kula jednostkowa.

Przyktad 11. W rodzinie norm ||(z,y, z)||, = (|z? + |y|” + |z|p)%, 1<p<o
wyrdznimy normy:

(@) (z,y,2)[x =[x+ [yl + 2]
Elementarne wiadomoéci o réwnaniu plaszczyzny w przestrzeni R3
pozwalaja nam dostrzec, ze w tym przypadku kula B1[0, 1] jest osmio$cianem
foremnym (rys. 11), ktérego przekrdj plaszczyzna z = 0 jest kwadratem
{(2,9,0) € B : [a] + |yl < 1.
(b) [z, y,2)ll2 = Va2 +y? + 22
W tym przypadku kula B,[0, 1] ma ksztalt tradycyjnej kuli (rys. 12). Latwo
mozemy sobie wyobrazi¢, ze po lekkiej modyfikacji tej normy do postaci
l(z,y, 2)|| = VVax? + by? + cz2, a,b, ¢ > 0 kula jednostkowa jest elipsoida.
(©) (Y, 2)lloc = max{|z], [yl,|2]}.
Skoro

Boo[0,1] = {(2,y,2) € R® : max{[z, |yl [z} < 1} =
={(z,y,2) €R*: 2| T A [yl <1 A J2] <1}
wiec zbiér By [0, 1] jest szeScianem o bokach réwnolegltych do osi
uktadu wspélrzednych (rys. 13). Przekroje tego szescianu plaszczyznami

zawierajacymi punkt 0 sa wielokatami, wsréd ktorych sa szesciokaty
foremne (rys. 14).

Przyklad 12. Jedli norme okresla wzor

I, y, 2)|| = max{va? +y?, |2},

to kula B[0,1] jest walcem. Istotnie, zbiér {(z,y,z) € R? : /22 + 42 < 1} tworzy
wrure” o przekroju kota jednostkowego i osi OZ, ktéra nastepnie ograniczamy
plaszczyznami z = £1 (rys. 15.)

Przyktad 13. Niech ||(z,y, 2)|| = /&2 + y? + |z|. Przecinajac zbior

B[0,1] = {(z,y,2) € R3 : /22 + 42 + |2| < 1} plaszczyzna 2 = 0, otrzymujemy
koto {(z,y,0) € R®: y/a? + y2 < 1}. W przecigciu zbioru B[0, 1] plaszczyna z =0
otrzymujemy kwadrat {(0,y,z) € R : |y| + |2| < 1}. Analogicznie w przecieciu
zbioru B[0, 1] dowolna plaszczyzna postaci ax + by = 0. Zatem kula B[O, 1] jest
»<dwustozkiem” powstalym w wyniku zlaczenia dwoéch identycznych stozkéw
podstawami (rys. 16).

Przykiad 14. Kule jednostkows ,,dwustozkowa” z przykladu 3 mozemy
modelowaé, ,przycinajac” jej fragmenty. Norma

(. y, 2)]| = max{v/z? +y? + 2], 5|2|}

przycina wierzchotki stozkéw plaszezyznami z = :I:% (rys. 17).

16



Z
Y
X
Rys. 17
Z
Y
X
Rys. 18

1 AU = 149 597 870 700 m

Garsé informacji o Merkurym: posréd
planet ma on najwiekszg szybkosé
orbitalng — $rednio ok. 48 km/s. Gdy jest
w aphelium i w odpowiedniej konfiguracji
wzgledem Stonca i Ziemi, mozna
zaobserwowad jego oddalenie katowe od
Storica (elongacja) dochodzace do ok. 28°.
Przy peryhelium kat ten dochodzi do

ok. 18°. Na ogél Merkury widoczny jest
przez krotki czas przed wschodem lub po
zachodzie Storica. Jego blask jest taki jak
jasnych gwiazd. Z Ziemi nie mozna
dostrzec szczegdléw powierzchni planety.
Wiemy, ze z powodu bliskosci Storica musi
byé tam wysoka temperatura. Przy
$rednicy 2,6 razy mniejszej niz $rednica
Ziemi, planeta ma niewielkg mase¢ —

ok. 5,5% masy Ziemi. Jej pole
grawitacyjne jest zbyt mate, by utrzymac
goraca atmosfere.

Przyktad 15. Analogicznie mozemy postapié¢ z klasyczng kulg jednostkowa
z przykladu 11(b) i przyciaé ja szeScianem (rys. 18). Zapewnia to norma

(2, y, 2)|| = max{v/z? + y2 + 22, g max{|z], |yl [} }.

W ten sposéb mozemy miksowaé¢ rézne normy. Do tworzenia kul mozna
wykorzysta¢ powierzchnie obrotowe. W danej przestrzeni unormowanej od
jednego ksztaltu kuli jednostkowej do innego ksztaltu tej kuli mozemy przejsé
w sposéb ciagly. Liczba kul jednostkowych o rozmaitych ksztaltach jest wiec
ogromna. Wyprawa do czterowymiarowe]j przestrzeni euklidesowej z norma || - ||2,
nawet w przypadku najprostszych figur — to fascynujaca wyprawa pelna
niespodzianek. .. Jaka objetos¢ ma tam kula, jakie jest jej pole powierzchni?

Co na ten temat mozemy powiedzie¢ w przestrzeni R® z innymi metrykami?
Pytan jest wiele.

Czy do klasyfikacji przestrzeni mozna (jak?) wykorzystaé¢ wlasnosci kul?
Okazuje sie, ze przestrzenie, w ktorych kule nie maja ,ostrzy”, ,ostrych
krawedzi”, ktérych brzegi nie zawieraja odcinkéw, fragmentow plaszczyzny, maja
wiecej uzytecznych wlasnosci. Lepiej to wida¢ w przestrzeniach o nieskonczonym
wymiarze. Czytelnikom zainteresowanym tematem polecam lekture ksiazki:

K. Goebel, S. Prus, Elements of Geometry of Balls in Banach Spaces, Oxford
University Press, 2018.

Wycieczka na Merkurego
Lech FALANDYSZ

Merkury — u Grekéw Hermes — byl boskim wystannikiem, ktéry przybywal na
Ziemie i kontaktowal sie z ludzmi. Mial skrzydlaty kapelusz, czasem zlote sandaly
ze skrzydlami, dzieki ktérym szybko przenosit sie z miejsca na miejsce. Opiekowal
si¢ pasterzami, pomagal podréznym, kupcom i ztodziejom. Jednak nie o rzymskim
bogu chcemy pisaé¢. Dzi§ Merkurym nazywamy planete najblizsza Stoncu. Jego
$rednia odlegloéé od Storica wynosi okolo 0,39 AU (jednostki astronomicznej).

W 1974 roku w poblizu Merkurego przeleciatla Sonda ,Mariner10”. Wykonata
ona wiele pomiaréw i fotografii. Teraz, po okoto 47 latach, gdy nastapit dalszy
postep technologiczny, pokusimy sie o znacznie blizszy ,lot” — chcemy wyladowaé
na planecie. Nasz statek kosmiczny i jego aparaty sa w duzej czesci wykonane

z rewelacyjnych materialow — fulerenow — bardzo lekkich, bardzo wytrzymalych

i majacych niezwykle wlasciwosci termiczne oraz elektryczne.

Na poczatek trzeba wybraé¢ odpowiednia orbite. Jesli chcemy podrézowaé bez
duzego balastu, jakim jest paliwo chemiczne, to wybraé nalezy lot beznapedowy
po orbicie Hohmanna. Doktadny opis uzycia tej eliptycznej orbity w lotach
kosmicznych zostal przedstawiony w artykule ,Wycieczka na Wenus”, All. Paliwo
w mniejszej ilosci potrzebne bedzie do tego, by czasem skorygowac ruch statku oraz
regulowaé ruch ladownika planetarnego. Najpierw statek okraza Ziemie bez napedu,
jak satelita — na tzw. orbicie parkingowe;j.

Najdogodniejszym momentem wejscia na orbite Hohmanna podczas lotu na
Merkurego jest moment, gdy wyprzedza on Ziemig o 106°. Wtedy wlasnie wlaczamy
silniki i przyspieszamy. Po kréotkim przyspieszeniu ruch odbywa sie bez napedu
silnikowego — napedza nas pole grawitacyjne Stonca. Orbita nasza ma aphelium na
orbicie Ziemi, a peryhelium na orbicie Merkurego. Dtugosé drogi do Merkurego —
polowa dlugosci elipsy — wynosi okoto 2,33 AU, a podrdz potrwa 106 dni ziemskich
(3,5 miesiaca). Merkury w tym czasie wykona okoto 1,2 obiegu (432°) wokél Stonica.

Jestedmy juz blisko planety i okrazamy ja po orbicie parkingowej jako tymczasowy
sztuczny satelita. Droga radiows przesytamy wiadomosé na Ziemie, ktéra dojdzie
tam po okoto 8 min i 40 s. W odpowiednim momencie od naszego statku odlacza
sie ladownik i opada na powierzchnie. Brak atmosfery nie daje mozliwosci
wykorzystania spadochronu. Polega¢ musimy na hamujacym dzialaniu silnikow.

Wreszcie wyladowaliSmy na rozleglej réwninie. To Réwnina Upatu. Wyjscie

z ladownika byloby aktem samobéjczym. Aparaty wskazuja temperature 450°C.
Brak jest atmosfery. Tylko bardzo niewielka ilo$¢ czastek a (jader atomu helu)

i innych czastek pochodzacych gléwnie z wiatru stonecznego tymczasowo ,,blaka sie”
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