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Rozwigzanie zadania M 1673.

Mozna. Kazdg liczbe calkowita dodatnig
mozna zapisa¢ jako QAB, gdzie A >0

i B jest liczbg nieparzysta.

Liczby postaci 2% (4b 4 1) pokolorujmy na
bialo, a liczby postaci 2% (4b + 3)
pokolorujmy na czerwono (a,b > 0).
Pokazemy, ze suma dwéch liczb biatych
nie jest potegg dwdjki (rozumowanie

w przypadku liczb czerwonych jest
analogiczne).

Wezmy dwie rézne liczby biate: 2°(4k 4+ 1)
i28(40 4 1), gdzie k, £ >0, s >t >0,

i zalézmy, ze ich suma jest potega dwdjki.
Jesli s > t, to

2°(4k 4+ 1) + 21 (40 +1) =
=2%(2° P (4k + 1) + 40+ 1).

Liczba 257" (4k + 1) +4£ + 1 > 3 jest
nieparzysta, wiec nie moze by¢ potega
dwdjki. Wobec tego s = t.

Jednakze wtedy

2% (4k+1)+2°(40+1) = 2° T (2(k +£) +1).
Gdyby k > £, to 2(k + £) + 1 > 3 jest
znéw nieparzysta, wiec nie moze by¢
potega dwdjki. Zatem k = ¢, czyli wybrane
liczby biate sa réwne — sprzecznosc.

W jezyku mamy do czynienia

z rozmaitymi rodzajami definicji. Mozemy
definiowaé¢ dang rzecz przez wyliczenie jej
istotnych cech — takich jak np. posiadanie
blatu i nég przez stél. Inng forma
definicji, nazywana definicja ostensywna,
jest bezposrednie wskazanie egzemplarza
rozwazanej rzeczy — np. stolu. Zdanie:

To jest definicja ostensywna.

jest zatem definicjg ostensywng definicji
ostensywnej!

»3x(...)” to skrét dla ,istnieje = takie
ze...”, za$ Vz(...)” — ,dla kazdego

”»

Numerowanie formut mozemy na
przyklad otrzymadc, porzadkujac
wszystkie formuly leksykograficznie

i n-tej formule przypisujac numer n.
Alternatywnie, utozsamiajac liczby z ich
zapisami binarnymi, otrzymujemy bijekcje
liczb z (rozpoczynajacymi sie od jedynki)
ciaggami zer i jedynek.

Niniejszy tytul orzeka o samym sobie
Jedrzej KOLODZIEJSKI*

Wiekszo$¢ z nas zna zapewne bajkowa postaé¢ Pinokia — ozywionego za sprawa
magii drewnianego chlopca, ktérego nos rést wtedy i tylko wtedy, gdy ten
klamal. Czy jednak zadalidémy sobie kiedy$ pytanie, co by sie stalo, gdyby
Pinokio powiedzial , mdj nos teraz uroénie”? Jedli jego nos zaczaltby rosnaé,

to znaczytoby, ze wypowiedz byla prawdziwa — ale w takim wypadku nos nie
powinien rosnaé. Jesli jednak nos by nie urést, stowa Pinokia bytyby falszywe —
czyli jednak powinien rosnaé¢. Sprzecznosé! Antynomia ta stanowi jedno z wielu
wecielen stynnego paradoksu klamcy sformulowanego w antycznej Grecji przez
FEubulidesa. Paradoks dotyczy prawdziwosci nastepujacego zdania klamcy:

To zdanie jest falszywe.

Chwila zastanowienia pokazuje, ze z prawdziwosci powyzszego zdania wynika
jego falszywosé, a z falszywosci prawdziwos¢é — nie moze by¢ zatem ani
prawdziwe, ani falszywe! Co z tym fantem zrobi¢? Tym, co na pierwszy rzut
oka odréznia zdanie ktamcy od ,porzadnych” zdan, jest samoodnosnosé.
Zamiast bowiem méwié o stotach czy liczbach naturalnych — jak to zdania maja
w zwyczaju — orzeka ono co$ o sobie samym. Wydaje sie, ze to wlasnie ta cecha
stanowi zrédlo sprzecznoéci. Czy siedzaca na lawie oskarzonych samoodnosnosé
uznamy zatem za winna? Jak sie przekonamy, sprawa nie jest tak prosta, jak
mogloby si¢ wydawac.

Samoodno$ne wyrazenia sa wsréd nas

Zacznijmy od tego, ze samoodno$nos$¢ wystepuje w jezykach naturalnych —
takich jak jezyk polski — i ma sie tam wcale dobrze. W polszczyznie mamy wrecz
specjalne stowo — ,niniejszy” — stuzace do konstrukcji samoodno$nych wyrazen.
Nie wydaje sie kontrowersyjne ani podejrzane stwierdzenie, ze niniejszy artykut
napisany jest w jezyku polskim, lub ze niniejsze zdanie jest szesnastym zdaniem
tego artykulu (nie liczac tytuléw ani wykrzyknikéw).

Obecnoé¢ samoodnosnych wyrazen w jezyku naturalnym nie oznacza oczywiscie,
ze musimy je akceptowaé¢ w Scistych i precyzyjnych teoriach formalnych. Jak sie
jednak okazuje, czasem nawet najwieksza ostroznosé i rygor nie uchronia nas
przed samoodno$noscia.

Wybierzmy matematyczna strukture, o ktérej bedziemy moéwié — dla ustalenia
uwagi skupimy sie na liczbach naturalnych N z operacjami dodawania +

i mnozenia X, jednak réwnie dobrze moglibyémy mowi¢ na przykiad o zbiorach
lub zbiorach skoriczonych. Dla struktury takiej mozemy (choé nie zrobimy tego
w niniejszym artykule) bardzo precyzyjnie zdefiniowaé, czym sa poprawnie
zbudowane formutly logiczne, i okresli¢ znaczenie kazdej takiej formuty.

Za pomoca réznych formul mozemy wyrazaé rézne stwierdzenia — na przykiad
formuta Parzyste(z) = ,Jy(y + y = x)” méwi, ze liczba z jest parzysta,

za$ Przemiennos¢ = Vx(Vy(r X y =y X x))” wyraza znang nam ze szkoly
przemienno$¢ mnozenia liczb naturalnych. Formuty, ktére po prostu cos
konstatuja (takie jak Przemienno$¢), nie za$ orzekaja o jakiejs zmiennej (jak to
robi Parzyste(z) o z-ie, ktére jest prawdziwe o liczbie 2, a falszywe o liczbie 3),
nazwiemy zdaniami. Poniewaz formuty logiczne sa skonczonymi napisami,
mozemy ponumerowaé je wszystkie — kazdemu ¢ przypisujac unikatowy numer
T € N. Zauwazmy, ze pozwala nam to interpretowaé formuly moéwiace o liczbach
jako méwiace o kodach formul — czyli po$rednio o samych formutach. Jak
pokazal Rudolf Carnap, jesli tylko sposéb, w jaki numerujemy formuly, ma kilka
naturalnych wlasnosci, to umozliwia on formulom moéwienie o samych sobie:

Lemat przekatniowy. Dla kazdej formuly ¢(x) skonstruowad mozna zdanie
takie, Ze:
W wtedy i tylko wtedy, gdy p("y7).

Zdanie 1 méwi zatem dokladnie tyle, ze liczba "7 bedaca jego wlasnym
numerem ma wlasnosé .
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Aby zilustrowa¢ znaczenie lematu, rozwazmy inny
paradoks — nazwiemy go paradoksem Godla — zwiazany
z nastepujacym zdaniem Gédla:

Tego zdania nie da sie udowodnic.
Czy zdanie Godla moze by¢ falszywe? Gdyby tak byto,
falszem byloby to, co glosi — a wiec zdanie Godla
miatoby dowdd. To jednak niemozliwe, nie da sie bowiem
udowodni¢ zdania falszywego. Zatem zdanie Godla
jest prawdziwe — ale to z kolei oznacza, ze nie ma
dowodu. Mamy zatem przyklad zdania prawdziwego,
ale niedowodliwego! Dzigki lematowi przekatniowemu
ten wyrazony w jezyku naturalnym paradoks daje sie
przekué w $cisty dowdd stynnego twierdzenia Godla:

Twierdzenie 1 (Godel). Dia kazdego (rozsgdnego)
systemu aksjomatow A istnieje zdanie prawdziwe, ale
niedajgce sie z A udowodnié.

Istotnie, rozwazmy nastepujaca wlasnosé liczb: ,liczba x
jest numerem zdania niemajacego dowodu w oparciu

o aksjomaty A”. Okazuje sig, ze jesli tylko A da sie
sensownie reprezentowaé, to istnieje formula @ 4(x)
wyrazajaca powyzsza wlasnosé. Z lematu przekatniowego
otrzymujemy wtedy zdanie v méwiace, ze "7 jest
numerem zdania niemajacego dowodu w oparciu

o aksjomaty A. Zdanie 1) orzeka wiec o samym sobie,

ze nie ma dowodu w oparciu o aksjomaty A. Argument
analogiczny do uzytego przy (nieformalnym) zdaniu
Godla swiadczy o tym, ze jesli tylko z A nie da

sie udowodnié¢ nic falszywego, to sa rowniez pewne
prawdziwe stwierdzenia, ktérych zen nie dowiedziemy.

Alibi

No dobrze, widzimy zatem, ze samoodno$nosé
wystepuje ,w przyrodzie” i ze czesto, mimo wielkiej
ostroznosci, nie da sie jej unikngé nawet w systemach
formalnych. Wazniejsze jednak jest pytanie, czy to
faktycznie ona odpowiada za antynomie. Jak sie
okazuje, samoodnosnos¢ ma alibi: paradoksy podobne

do paradoksu klamcy mogg wystapié¢ réwniez bez niej.
Rozwazmy nastepujace dwa zdania:

Nastepne zdanie jest prawdziwe.
Poprzednie zdanie jest falszywe.

Analiza podobna do paradoksu kltamcy prowadzi

do stwierdzenia, ze zadne ze zdan nie moze by¢ ani
prawdziwe, ani falszywe. Z drugiej strony nietrudno
dostrzec, ze zdania te — choé¢ zadne z nich nie méwi
bezposrednio o sobie, odnosza sie do siebie posrednio,
poprzez cykliczne powiazanie (Czytelnik moze zechcieé
zapisa¢ cykl n zdan tworzacych razem paradoks).
Kolejny przyklad pozbawiony jest juz jakiejkolwiek
autoreferencji — réwniez posrednie;j.

Tym razem rozwazmy nieskonczony ciag zdan, z ktérych
kazde méwi, ze wszystkie kolejne sg falszywe:

w1 = Dla kaZdego i > 1 zdanie @; jest falszywe.
w2 = Dla kazdego i > 2 zdanie p; jest falszywe.
wj = Dla kazdego i > j zdanie p; jest falszywe.

Zastandéwmy sie, czy dla jakiegokolwiek j prawdziwe
jest ;. Gdyby tak byto, znaczyloby to, ze wszystkie
dalsze zdania — a wiec w szczegblnosci ¢ 41 — 53
falszywe. Skoro jednak ;41 moéwi, ze wszystkie
nastepujace po nim zdania sa falszywe — to

falszywos¢ ¢;41 oznacza, ze dla pewnego i > j + 1
zdanie @; jest prawdziwe, co przeczy ¢;. Wszystkie
zdania w ciggu musza wiec by¢ falszywe. Ale skoro tak,
to prawda jest to, co glosi kazde ze zdan — sprzeczno$dé!
Powyzszy paradoks — sformutowany po raz pierwszy
przez Stephena Yablo — pokazuje, ze na trudnosci takie
jak paradoks klamcy natrafiamy nawet bez cyklicznego
odnoszenia sie¢ do siebie zdan. Samoodno$nosé ma alibi —
to nie ona jest winna sprzecznosci.

Na tropie sprzecznosci

Skoro samoodnosnos¢ zostala oczyszczona z zarzutow, pozostajemy z pytaniem:
kto zatem jest winny? Pewien trop pojawil si¢ juz w tym artykule. By¢ moze
zobaczywszy lemat przekatniowy i to, jak pozwala on sformalizowaé¢ paradoks
Godla, Czytelnik zadaje sobie pytanie, jak w tym kontekscie prezentuje sie bardziej
przeciez zlowieszczy paradoks ktamcy. Czyzby arytmetyka byla sprzeczna?
Rozwazmy bowiem nastepujaca wlasnosé liczb: ,liczba x jest kodem zdania

OdpowiedZ do zadania 1 z artykulu
» O metrykach i kulach”. Norma

Il (z; y)|| = max{max{|z|,|y|}, ?(MH@/I)}

$cina wierzchotki kwadratu jednostkowego
w normie ||-||co z przykladu 4. Inny
o$miokat otrzymamy, bioragc norme

Il (= )l =
= max{|z|+(V2-1)ly|, (V2=1)|z[+[yl}.

prawdziwego”. Czy istnieje formula wyrazajaca powyzsza wlasnos¢? Gdyby tak
byto, moglibyémy zdefiniowa¢ réwniez paradoksalng wlasnoéé ,liczba z jest kodem
formuty falszywej”. Stosujac lemat przekatniowy do wyrazajacej ja hipotetycznej
formuly o(z), otrzymaliby$my zdanie 1 méwiace o sobie, ze jest falszywe. Wiemy
juz jednak, ze takie paradoksalne zdanie prowadzi do sprzecznosci. Jesli wiec
wierzymy, ze arytmetyka sprzeczna nie jest, to ptynacym stad wnioskiem jest
twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy:

Twierdzenie 2 (Tarski). Nie istnieje formula p(x) wyrazajgca prawdziwosé,
tj. taka, ze: p(x) wiedy i tylko wtedy, gdy liczba x jest kodem formuly
prawdziwe;.

Nie znaczy to, ze nie da sie Scisle opisa¢ prawdy i falszu dla formut okreslonego
systemu formalnego (w naszym przykladzie — arytmetyki liczb naturalnych).
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Wyjasnienie: Strumien energii to ilosé
energii przeplywajacej w jednostce czasu
przez jednostke powierzchni.

Opis taki wymaga jednak wyjscia poza sam ten system i przyjecia zewnetrznej
perspektywy.

Niczym w dobrym kryminale, godnym Herkulesa Poirot czy Sherlocka Holmesa,
ostateczny werdykt jest wiec zupelnie inny, niz wydawalo si¢ na poczatku.

To nie samoodno$no$é, ale lekkomyslnie naduzywane pojecie prawdy, choé

z pozoru tak niewinne, odpowiada za sprzecznodci! Dodajmy na koniec, ze
twierdzenie Tarskiego méwi tylko o prawdziwoéci na gruncie sformalizowanych,
matematycznych systemoéw — takich jak arytmetyka liczb naturalnych. Pojecie
prawdziwosci w jezykach naturalnych — takich jak jezyk polski — znajduje sie
poza jurysdykcja formalnych wnioskowan i tu, otoczona hordami paradoksow,
sprzeczno$é¢ moze pozostaé bezkarna.

VA

Przygotowal Dominik BUREK

M 1672. Dane sa funkcje kwadratowe f, g, h, ktore nie maja pierwiastkow
rzeczywistych, a ich wspétczynniki przy 2 sa réwne. Zalézmy, ze wspélezynniki
tych funkcji przy = sa parami rézne. Udowodnij, ze istnieje liczba rzeczywista c,
dla ktérej réwnania f(z) + cg(x) = 0 oraz f(z) + ch(z) = 0 maja wspdlne
rozwiazanie.

Rozwigzanie na str. 4

M 1673. Czy mozna pokolorowaé¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie, uzywajac
dwéch kolorow tak, aby suma dwéch réznych liczb tego samego koloru nie byta
potega dwdbjki?

Rozwigzanie na str.

M 1674. Danych jest 25 réznych punktéw na plaszczyznie. Niech D bedzie
najwieksza z odlegtosci miedzy tymi punktami, a d najmniejsza z nich.
Udowodnij, ze D > 2d.

Rozwiazanie na str. 7

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1023. W litrowej butelce (Vo = 1073 m?) pozostala bardzo niewielka ilog¢ wody
przylegajacej do dna i $cianek butelki. Butelke szczelnie zamknieto, a nastepnie
ogrzano do temperatury 100°C. Jakie maksymalne ciSnienie wewnatrz butelki
mozna w ten sposob osiagna¢? Jaka minimalna ilo$¢ wody musi pozostac

w butelce, zeby to ciénienie mogto by¢ osiagniete? Poczatkowa temperatura
butelki z woda wynosi o = 20°C, ci$nienie powietrza w pomieszczeniu réwne
jest standardowemu ciénieniu atmosferycznemu, py ~ 10° Pa, a stala gazowa

R =~ 8,314 J/(mol-K). Mozna zalozyé, ze w momencie zamykania butelki, poza
resztka wody, znajdowalo sie w niej tylko suche powietrze.

Rozwiazanie na str. 7

F 1024. W procesie przewodzenia ciepla strumien j przenoszonej energii
(ciepla) jest proporcjonalny do szybkosci zmian temperatury z odlegloscia

) dTl

J= _A%a
gdzie T oznacza temperature, a v wspolrzedna w kierunku najszybszego spadku
temperatury (minus oznacza przeplyw w kierunku malenia temperatury).
Stalowa kulke o promieniu R = 2,5 cm i temperaturze poczatkowej 20°C wrzucono
do wrzatku (100°C). Oszacuj, po jakim czasie 7 zanurzenia we wrzatku kulka
osiggnie temperature 100°C? Dane dla stali: ciepto wlasciwe ¢ ~ 0,47 J/(g-K),
wspoélezynnik przewodzenia ciepta A ~ 20 W/(K-m), a gesto$é p ~ 8 g/cm?>.
Rozwigzanie na str. 6
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