Klub 44 M Zadania z matematyki nr 821, 822

Redaguje Marcin E. KUCZMA

821. Niech B bedzie ustalona liczba naturalna; B > 3. Kazda liczbe naturalna
' _ 4 4 mozna zapisaé w ukladzie pozycyjnym przy podstawie B (cyframi zapisu sa
o elementy zbioru {0,..., B—1}; cyfra wiodaca rézna od zera). Rozwazamy liczby
naturalne N, ktérych cyfry zapisu tworza ciag $cisle rosnacy (najwieksza cyfra
w rzedzie jednosci). Obliczyé¢ maksymalna wartosé sumy cyfr iloczynu (B — 1)N,
gdy N przebiega zbior wszystkich liczb rozwazanej postaci.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2021

822. Dany jest tréjkat ABC'. Dla dowolnego punktu D na boku BC' (réznego od
wierzchotkéw) zakredlamy okrag wp, przechodzacy przez D oraz $rodki okregéw
wpisanych w tréjkaty ABD i AC'D. Udowodnié, ze istnieje punkt wspélny
wszystkich okregdéw wp.

Zadanie 822 zaproponowal pan Mikolaj Pater.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M Rozwigzania zadan z numeru 1/2021
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan

807 (WT = 1,85) i 808 (WT = 1,74) Przypominamy tre$é¢ zadan:

z numeru 10/2020
813. Dany jest wielokat wypukly W (katy < 180°) oraz liczba naturalna m, mniejsza od liczby

Jakub Wegrecki Krakéw 41,76 jego przekatnych. Niech S bedzie zbiorem wszystkich punktéw przecieé przekatnych (lezacych
Marcin Malogrosz ~ Warszawa 41,65 wewnatrz W); zaktadamy, ze zaden z tych punktéw nie nalezy do trzech przekatnych. Udowodnié,
Pawel Burdzy Warszawa 41,58  ze w zbiorze S mozna wyréznié m-elementowy podzbiér M, nie zawierajacy zadnego cyklu. Przez
Jerzy Cislo Wroctaw 37,04  cykl rozumiemy dowolny cykliczny uktad punktéw (dowolnej dtugosci > 3), w ktérym kazde sasiednie
Marcin Kasperski Warszawa 32,68 dwa punkty leza na jednej przekatnej, ale zadne kolejne trzy nie leza na jednej przekatnej.

Kacper Morawski ‘Warszawa 30,53

Tomasz Czajka Santa Clara 29,88 814. W pewnym tréjkacie jeden z katéw ma miare a. Dowiedé, ze

QSing(lfsing) > r
2 2/ 7 R’

gdzie, jak zwykle, r i R to promienie okregéw wpisanego i opisanego.

813. Dowdd przez indukcje wzgledem n, liczby wierzchotkéw wielokata. Dla n < 5
twierdzenie jest oczywiste. Ustalmy n > 5 i przyjmijmy shluszno$é¢ twierdzenia dla
wielokatéow o n — 1 wierzchotkach. Wezmy dowolny n-kat wypukty W, w ktérym
zadne trzy przekatne nie maja punktu wspélnego. Wybierzmy dowolne trzy kolejne
wierzchotki A, B, C' i odetnijmy tréjkat ABC; zostanie wielokat wypuklty W, _;.
Jego przekatne — to uprzednie przekatne wielokata W, z wyjatkiem AC oraz tych
wychodzacych z punktu Bj; liczba przekatnych spadta o n — 2. Zbiory punktéw przecigé
B przekatnych (w tych dwéch wielokatach) oznaczmy odpowiednio Sy i Sp—1.

Niech m bedzie liczbg mniejsza od liczby przekatnych wielokata Wy;
liczba m — n + 2 jest mniejsza od liczby przekatnych wielokata W, _;.
W mysél zatozenia indukcyjnego, w zbiorze S, —_1 istnieje
(m—n+2)-elementowy podzbiér {X1,..., Xm—n+2}, nie zawierajacy cyklu.
C Chcemy znalezé w zbiorze S, podzbiér m-elementowy M o analogicznej
wtlasnosci. Uzyskamy go, dotaczajac do punktéw X; punkty Yi,...,Y,_s,
w ktérych przekatne wielokata W,,, wychodzace z B, przecinaja
odcinek AC, oraz jeszcze jeden punkt Z zbioru S,, wybrany dowolnie
na jednej z tych przekatnych; np. na BY; (rysunek ilustruje konfiguracje
dlan =7, m=13).

Wsréd punktéw X; nie bylo cyklu. Aby cykl sie pojawit w zbiorze M,
musiatby zawiera¢ co najmniej jeden z punktéw Y;. Na prostych BYj
nie lezy zaden punkt X; (nigdzie nie spotykaja sie trzy przekatne).
Warunek definiujacy cykl wymaga, by tworzaca go tamana stale zakrecata. Jesli jednym
z jej punktéw jest ktéry$ Y;, to inny Yy musi by¢ innym jej punktem; ale z punktéw
Ya,...,Y,_3 nie ma juz odejécia ani do Z, ani do punktéw X;. Nie istnieje wiec cykl
w zbiorze M. To konczy krok indukcyjny i dowodzi twierdzenia.

814. Niech A bedzie wierzchotkiem kata o mierze o (w rozwazanym tréjkacie), zas
O oraz I — érodkami okregéw opisanego i wpisanego. Jesli AT =1, to sin(a/2) = r/I.
Nalezy zatem udowodni¢ nieréwnosé

"1-0) e 2
l l 2R

réwnowazng (przez proste przeksztalcenie) nastepujacej:

W numerze 3/2021 rysunek ilustrujacy

rozwigzanie zadania 809 nie byl dobry; (l — R)2 < R? — 2Rr.

w wydaniu elektronicznym tego numeru , 2 9 . . L, L.
zostal juz poprawiony. Przepraszamy Wzér Eulera R* — 2Rr = OI° sprowadza wiec zadanie po prostu do nieréwnosci
Czytelnikéw za niedopatrzenie. tr(’)jkadta |l _ R| < OI dla punktéw A7 O’ I.
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2021
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711. Sity dzialajace na walec w kierunku poziomym

w uktadzie zwigzanym z deskami przedstawia rysunek 3,
gdzie ap jest przyspieszeniem desek wzgledem podtloza,

a T wypadkows sila tarcia dzialajaca na deski. Walec toczy
sie bez poslizgu, mozemy wiec napisaé¢ rownanie ruchu

Zadania z fizyki nr 718, 719
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

718. Samochd6d o masie m z napedem na przednie i tylne kota rusza z miejsca.
Silnik samochodu pracuje ze stalag mocag P. Wspélczynnik tarcia kinetycznego
kot o droge jest réwny p. Znalezé zaleznosé predkosci samochodu od czasu. Opér
powietrza i opory w mechanizmach samochodu zaniedbac.

719. Z naczynia o objetoéci V = 1072 m?® odpompowano powietrze, wprowadzono
do niego niewielka ilo$¢ wody i zmierzono ci$nienie dla trzech réznych wartosci
temperatury: przy t; = 60°C, p; = 1,92 - 10* Pa, przy ty = 90°C, ps = 4,20 - 10* Pa,
przy t3 = 120°C, ps = 4,55 - 10* Pa. Jakie bylyby ciénienia przy podanych
temperaturach, gdyby mase wprowadzonej wody zmniejszono o 20%?

Rozwigzania zadan z numeru 1/2021
Przypominamy tres¢ zadan:

710. W bocznej Sciance prostopadlosciennego naczynia wypelnionego ciecza o wspdétczynniku
zalamania n znajduje si¢ niewielki otwér o promieniu r. Z wne¢trza naczynia przez srodek otworu
skierowano pozioma wigzke §wiatta. Do jakiego poziomu nad otworem powinna wyciec ciecz, aby
promien $wiatta opuscil wyciekajaca struge, ani razu nie ulegajac calkowitemu wewnetrznemu
odbiciu? Zaniedba¢ zmiany przekroju poprzecznego strumienia. Wspdlczynnik zatamania cieczy
jest dostatecznie duzy.

711. Na dwdéch réwnolegltych jednakowych deskach o tacznej masie m lezy pelny walec o masie my
(widok z boku przedstawia rys. 1). Na walec nawinieto niewazki sznurek, ktérego koniec

ciggniemy poziomg silag F. O$ walca jest prostopadla do desek, a jego srodek i sita F' znajduja sie
w plaszczyznie pionowej przechodzacej posrodku miedzy deskami. Walec toczy sie po deskach bez
posdlizgu, nie ma tarcia miedzy deskami a podtozem. Znalezé przyspieszenie desek. Zakladamy, ze os
walca nie zmienia swego kierunku podczas ruchu.

710. Najwiekszy kat v z powierzchnia wyciekajacego strumienia tworzy promien
Swiatta przechodzacy przez najnizszy punkt otworu, ktéry pada na granice rozdziatu
powietrza i cieczy w punkcie A (rys. 2). Kat graniczny o = 7/2 — =y, dla ktérego nie
nastapi w tym miejscu catkowite wewnetrzne odbicie, spetnia réwnanie sina = 1/n.
Zatem promien opusci wyciekajaca struge, nie ulegajac ani razu catkowitemu
wewnetrznemu odbiciu, gdy cosy = 1/n.

Predkosé czasteczki cieczy v w punkcie A ma sktadowa pozioma vi, réwna predkosci
cieczy opuszczajacej naczynie tuz przy gérnej krawedzi otworu i sktadows pionowa va,
uzyskana przy swobodnym spadku z wysokosci 2r. Z zasady zachowania energii wynika,
ze v = +/4gr. Wskutek wyplywu masy Am cieczy z naczynia energia potencjalna cieczy
zmniejsza si¢ o Amgh, gdzie h jest wysokoscia poziomu cieczy nad otworem ( mozemy
zalozyé, ze masa Am cieczy przemiescita sie z powierzchni naczynia do otworu). Zatem
predko$é wyplywu cieczy z naczynia vi wynosi v/2gh.

Znajac vi 1 v2, mozemy wyznaczy¢ kat v utworzony przez styczng do powierzchni

cieczy w punkcie A z poziomem
tgy = va/v1 = \/2r/h, cosy =1/+/1+tg?>y =1/n.
h=2r/(n?-1).

Szukana wysokos¢ stupa cieczy nad otworem dana jest wzorem
ruchu obrotowego wzgledem $rodka walca:

miR%a/(2R) = (F —T) R.
Roéwnanie ruchu desek ma postaé

map =T.

obrotowego wzgledem chwilowej osi przechodzacej przez

punkty stycznosci walca z deskami

Rozwiazujac ten uklad réwnan, otrzymujemy szukane

3miR%a/(2R) = 2RF + miapR,
gdzie a jest przyspieszeniem srodka walca, oraz réwnanie

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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wyrazenie na przyspieszenie desek

ap = F/(3m +ma).

wspoltezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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