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Multizbiér to uogdlnienie pojecia zbioru.
W odréznieniu od klasycznych zbioréw
w multizbiorze jeden element moze
wystepowaé wiele razy. Kolejnosé
elementéw nie ma znaczenia.

A wtladciwie czemu Bernoulliego, a nie
Bernoullego? Okazuje si¢, ze zadziataly
tu ,punkty za pochodzenie”. Otéz
nazwiska niemieckiego pochodzenia
zakoriczone na ,i”, w odréznieniu od
nazwisk pochodzenia wloskiego, to ,i”
w odmianie zachowuja.

Rozwigzanie zadania F 1021.
Obrotowi walca towarzyszy obrét
nawinig¢tej nan czesci linki o dtugodci
| — x. Moment bezwladnosci I takiego
ukladu wynosi:

M R? TR

m ”.
2 l

Niech F' oznacza dziatajaca ,,w dél” site,
z jaka zwisajacy koniec linki ,ciggnie”
walec, powodujac jego obrét, a € oznacza
przyspieszenie katowe tego obrotu.
Woéwecezas:
(1) Ie = RF.
Na zwisajacy odcinek linki o masie mz/l
walec dziata silag —F (tj. w kierunku
przeciwnym do sity ciezkosci — III zasada
dynamiki):

7=

(2) m?a:'rn%,qu,

gdzie a oznacza przyspieszenie, z jakim
opada koniec linki. Oczywiscie mamy:
a = € - R. Rozwigzaniem ukladu réwnan
(1)=(2) jest:
2mgx
a=—.
(M + 2m)l

Problem podzialu liczby naturalnej
a wtasnosci statystyczne chtodnego gazu

Krzysztof PAWLOWSKI*

Na ile sposobéw liczbe naturalng E mozna zapisaé jako sume

n liczb naturalnych? Jaki jest zwigzek tego klasycznego problemu
matematyki z fazg kwantowa gazu przewidziang przez Alberta
Einsteina? Podzialem liczby naturalnej E bedziemy tutaj nazywali taki
multizbior liczb naturalnych, ktérego elementy sumuja sie do E. Liczba F = 4 ma
cztery podzialy —sa nimi {1,1,1,1}, {2,1,1}, {2,2}, {3,1}. A ile podzialéw ma
dowolna liczba E7?

Pytanie pojawia sie w wielu okolicznosciach i trudno wskazaé autora tego
problemu. Bez watpienia takie pytanie zadal w roku 1674 Gottfried Leibniz
w licie do Johanna Bernoulliego. Problem badal intensywnie Leonhard
Euler. Dobre przyblizenia formutly na liczbe podzialéw wyprowadzili niemal
jednoczesnie Srinivasa Ramanujan i Godfrey Hardy.

Problem liczby podzialéw jest ciagle badany — tak samo jak interesujacy nas
problem stowarzyszony: Na ile sposobéw mozna zapisaé liczbe E w postaci sumy
doktadnie n liczb naturalnych?

Oznaczmy te liczbe przez p,(F). Dla przykladu ps (4) = 2, p3(6) = 3.

Problem, podobnie jak i ten wyjéciowy, doczekal sie rozwiazan asymptotycznych
— zgrabnych przyblizen skutecznych dla duzych E. Kolejne wartosci p,, (F) mozna
tez obliczy¢, uzywajac rekurencji:

pn(E) = pn(E - n) +pn71(E - 1)
Pierwszy sktadnik z tej rekurencji, p, (E — n), to liczba tych podzialéw, w ktérych
nie wystepuje 1. W istocie, jesli od kazdego sktadnika takiego podzialu
odejmiemy 1, to ciggle niezerowych liczb naturalnych pozostanie n, tyle tylko, ze
ich suma wyniesie F — n. Mamy bijekcje ze wszystkimi podzialami liczby £ —n
na n skladnikéw, ktérych jest wlasnie p, (E — n). Z kolei dla kazdego podzialu
liczby E, w ktéorym wystepuje liczba 1, mozna jedno 1 zabraé. Taki nowy zbidr
bedzie zawieral n — 1 niezerowych elementéw, sumujacych sie do £ — 1. Tego typu
podziatéw jest p,_1(E — 1).

Swietnie — problem stary jak $wiat, a jaki ma zwiazek z fizyka? Na powyzsze
przyklady mozna spojrzeé¢ jak na rozwazania dotyczace. .. statystycznych
wladciwosci czastek w pulapce opisanej jednowymiarowym potencjalem
harmonicznym. Ponizej wyjasnimy te pojecia w ekspresowym kursie kwantowej
fizyki statystyczne;j.

Zacznijmy od ,potencjalu harmonicznego”. Moéwimy, ze czastka jest w potencjale
harmonicznym, gdy dziala na nia sita F, ktéra jest proporcjonalna do
wychylenia Az z polozenia réwnowagi, czyli F' = —aAz. W tym wzorze

«a to wspdlezynnik proporcjonalnosci, a znak minus gwarantuje, ze sita $ciaga
czastki do potozenia réwnowagi. Potencjal harmoniczny wystepuje powszechnie.
Taka sila dziala na ciezarek na sprezynie, w przyblizeniu na wahadlo zegara, na
czastke uwieziona w wigzce laserowej, wladciwie jako pierwsze przyblizenie dla
dowolnego typowego ukladu sil, w ktérym wystepuje polozenie rownowagi.

Kolejny istotny punkt dotyczy fizyki statystycznej. To dzial fizyki, w ktérym
szuka sie zwiazkéow miedzy wilasciwo$ciami termodynamicznymi, takimi jak
ci$nienie, temperatura, entropia, iloS¢ wykonanej pracy przez silnik etc.,

a wielko$ciami mikroskopowymi — polozeniami czastek, z ktérych materia sig¢
sklada, ich predkoséciami, oddzialywaniami pomiedzy czastkami i ich zderzeniami
ze $ciankami naczynia. Kazda z mikroskopowych konfiguracji czastek, np.
okreslenie ich potozen i predkosci, nazywana jest mikrostanem. Kazdy mikrostan
ma swoja energie. Z mechaniki kwantowej wynika, ze te energie musza by¢
skwantowane, tzn. moga przybiera¢ tylko pewne, dyskretne wartosci, okreslane
mianem spektrum. W szczegdlnosci spektrum czastki o masie m wiezionej
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Od 20 maja 2019 roku stata Plancka
wynosi doktadnie

h = 6,62607015 - 10~ 3* J/s. Na taka
wartosé swiat sie uméwil i odtad stata
Plancka stuzy do definiowania kilograma.
(Patrz: Aktualnosci w Alg)

Schematyczne przedstawienie mikrostanu
4 czastek w potencjale harmonicznym,
o energiach 0, 0, 2 oraz 3

W fizyce statystycznej wyrdznia si¢ trzy
typy zespoléw. Przedstawiony w artykule
opis odnosi si¢ do zespolu
mikrokanonicznego, stosowanego do
uktadéw izolowanych. Do ukladu
wymieniajacego energie z termostatem
uzyliby$my zespolu kanonicznego,

w ktérym mikrostany wchodzg z réznymi
wagami (prawdopodobiefistwami),
zaleznymi od ich energii i temperatury
termostatu. Trzeci zespdl, wielki
kanoniczny, pojawia sig, gdy liczba
czastek ukladu nie jest ustalona.

Stala Boltzmanna tez ma teraz ustalong
wartosé kg = 1,380649 - 1023 J/K.

Pytanie ,,Czym jest temperatura?” przez
lata bylo zmora studentéw fizyki

teoretycznej Uniwersytetu Warszawskiego.

Przytoczony wzér bez stosownych
komentarzy spowodowalby oblanie
egzaminu.

w potencjale harmonicznym jest wyjatkowo proste. Dozwolone w tym przypadku
energie wyrazone sa wzorem:
@
€ — k <h > 5
m

gdzie k to dowolna liczba naturalna lub 0, a & to stala Plancka. Innymi stowy —
czastka w potencjale harmonicznym moze mie¢ wylacznie energie bedaca
calkowitg liczba nieujemna, liczac w pewnych jednostkach fizycznych. Jesli
czastek w potencjale harmonicznym jest N i jesli pominiemy zderzenia pomiedzy
nimi, to dozwolone wartosci energii catkowitej mikrostanu wynosza: £ = Zi\;l €k s
gdzie €, oznacza energie i-tej czastki. Konfiguracje czastek mozna przedstawiaé
graficznie jak na rysunku obok, na ktérym zaznaczono, ze czastki sg uwiezione
w potencjale bedacym parabola (wtedy sila jest proporcjonalna do wychylenia),
a poziome kreski okreslaja kolejne poziomy energii. Przedstawiona konfiguracja
dotyczy N = 4 czastek, o energiach {3,2,0,0}. Energia calkowita tego uktadu
wynosi 5.

W typowej sytuacji parametr a potencjatu harmonicznego jest znany. Mozna
tez szacowad liczbe czastek, mierzyé¢ temperature gazu, a stad szacowaé jego
energie. Natomiast praktycznie nigdy nie ma mozliwosci zmierzenia potozenia

i predkosci kazdej z czastek gazu osobno. Znamy wielkosci makroskopowe, ale
nie mamy dostepu do mikrostanéw. W poszukiwaniu relacji miedzy statystyka
mikrostanéw a wielkoSciami makroskopowymi przydatne jest zatozenie
poczynione przez Boltzmanna. Zaklada sie, co wydaje sie troche szalone, ze
wszystkie mikrostany sa tak samo prawdopodobne. Uktad, w ktérym N — 1
czastek jest nieruchomych, a jedna czastka niesie cala energie, jest tak samo
prawdopodobny, jak to, ze kazda czastka ma dokladnie taka samg energie. Gdy
juz znamy makroskopowe wielkosci, to zakladamy, ze mikrostan jest losowy. Na
przyklad uklad czterech czastek o energii calkowitej £ =5 to, w duchu fizyki
statystycznej, zesp6l 6 mikrostanéw. Sa to konfiguracje {5,0,0,0}, {4,1,0,0},
{3,2,0,0}, {3,1,1,0}, {2,2,1,0} oraz {2,1, 1,1}, kazdy wchodzacy z tym samym
prawdopodobienstwem (ta sama waga) 1/6. W typowych sytuacjach liczba
czastek jest gigantyczna (w ,pustej” szklance ,fruwa” ok. 10?2 atoméw) i nie
spos6b wypisaé wszystkich mikrostanow.

Dla dowolnego potencjatu wiazacego atomy liczba wszystkich mikrostanow

o tych samych wlasciwosciach makroskopowych (ustalone N i E) to bardzo
wazna wielko$é fizyczna, ktérej logarytm (z dokladnoscia do jednostek)

to entropia, oznaczona jako S. W rozwazanym tutaj przypadku, czastek

w jednowymiarowym potencjale, entropia jest wiec zwiazana z liczba podzialéw
szacowana przez Hardy’ego i Ramanujana! Scidle rzecz ujmujac, gdy N > E,
entropia dana jest wzorem

S(N7 E) = kB 10gp(E)7

gdzie kp to stala Boltzmanna, a p(E) to liczba podzialéw liczby E. (Przypadek
N < E wymaga pewnej modyfikacji i nie wyraza sie az tak prostym wzorem,
poniewaz nie zlicza sie wtedy wszystkich podzialéw liczby E, a jedynie te,

w ktérych jest nie wigcej niz N skladnikéw.)

Zakladajac, ze w przyrodzie uklad ma takie wlasciwosci, jakie dominuja wérod
mikrostanéw, mozna wyprowadzaé¢ wzory na cidnienie, temperature etc. Na
przyklad rozwazania fizyczne prowadza do oszacowania temperatury T wzorem:
1 0S(N,E)
T  OF
Powyzsze rozwazania to nie jest problem czysto akademicki. Atomy mozna
$cisna¢ do jednego wymiaru, ograniczajac ich ruch w pozostatych dwdch,
a nastepnie umiesci¢ w pulapce opisywanej potencjatem harmonicznym i badaé
termodynamike. Nietrywialnym pytaniem jest liczba i fluktuacja liczby atomow
na najnizszym poziomie energetycznym. Jesli ta liczba jest duza nawet dla
stosunkowo wysokich temperatur, to méwimy o zajsciu zjawiska kondensacji
Bosego-Einsteina.
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Jak oszacowacé srednia liczbe ,,skondensowanych”
atoméw Ny, tzn. tych (prawie) nieporuszajacych sie,
o energii réwnej 07 Odwolujac sie do zalozenia
Boltzmanna, otrzymujemy wzér

N
() NoN.E) = s SOV =) pulE).

gdzie z kolei pojawia si¢ symbol p, (E), czyli
wspomniana na poczatku liczba podziatéw E na
sume doktadnie n liczb! Indeks n w powyzszym
wzorze ma interpretacje liczby czastek niebedacych
na poziomie F = 0, natomiast I'(N, E) = 25:1 Pn(E)
to liczba wszystkich mikrostandéw N czastek o energii
catkowitej E. Zatem ulamek p,(E)/T'(N, E) to
liczba tych mikrostanéw, dla ktorych na poziomie 0
jest N—n atoméw. Dla przyktadu powyzej z N = 4
iE:5mamy]\70:%.

Postugujac sie¢ wzorem , mozna numerycznie zbadaé
przypadek jednowymiarowy i stwierdzi¢, ze w jednym
wymiarze nie ma przejécia fazowego, od fazy ,prawie
wszystkie czastki sa ruchome” do tzw. kondensatu
Bosego—Einsteina, kiedy ,,prawie wszystkie czastki sa
nieruchome”.

A jak jest w trzech wymiarach, gdy atomy sa
utrzymywane w putapce opisywanej potencjatem

o ksztalcie paraboloidy bedacej wykresem funkcji

1k (2% + y* + 22)? To bardziej typowy przypadek

w do$wiadczeniach nad statystyka gazéw niz przypadek
jednowymiarowy. Okazuje sie, ze spektrum nie zmienia
sie w tym przypadku, ale pojawiaja sie degeneracje,
tzn. czastka moze mie¢ energie €, na wiecej niz jeden
sposob. Dla przyktadu pojedyncza czastka energie

n moze osiggnaé, bedac w stanie n w kierunku X

i 0 w pozostalych lub np. bedac na poziomach 1, 1

w kierunkach X i Y i na poziomie n — 2 w kierunku Z.

W przypadku ukladu N = 2 czastek o energii catkowitej £ = 2 mamy
15 mikrostanéw.

W przypadku potencjalu harmonicznego stopien
degeneracji n-tej energii wynosi %(n + 1)(n+2).
Pozostate wzory, na entropie, temperature i érednie
obsadzenie poziomu F = 0, pozostaja bez zmian.

Obliczenie statystyki liczby nieruchomych

czastek w trzech wymiarach okazuje sie trudne.
Najlepsze algorytmy radza sobie do maksymalnie

N = 100000 czastek (na klastrach obliczeniowych, po
wielomiesigcznych obliczeniach), ale jest to zbyt malo,
aby poréwnac sie z do$wiadczeniami poswigconymi tej
tematyce, a analitycznych szacowan brak. Ten otwarty
problem fizyczno-matematyczny pozostawiamy wiec
Czytelnikom.

Przygotowal Jarostaw GORNICKI

i Zadania

Problem czterech czwdrek pojawil sie 30 grudnia 1881 roku w londyniskim
tygodniku Knowledge (zadanie 1669). Cztery czwoérki sa dobre na wszystko

margines). Liczba 7 tez chee zablysnaé (zadanie 1670). Oczywiscie im mniej
symboli 7, tym lepiej, np. zapis 2 = —[—/7] jest lepszy niz 2 = [/7] + [\/7].

(4144 (0!
o ( @m! ) ’

\/ V Vv a2t

Mniej czwoérek tez daje rade (zadanie 1671). Rywalizacja trwa.

M 1669. Kazdg liczbe naturalng od 1 do 20 zapisac za pomocqg czterech czworek,
korzystajac z operacji +, —, -, /, \/--
Rozwiazanie na str. 11

vy \/, [ 1/ /(A —[—val ].%7 M 1670. Kazdg liczbe naturalng od 1 do 20 zapisaé jedynie za pomocq nie wiecej

niz trzech liczb m, korzystajgc z operacji +, —, -, /, v/ [], 1, .

Rozwiazanie na str. 13

M 1671. Kazdg liczbe naturalng od 1 do 20 zapisaé jedynie za pomocg nie wiecej
niz dwdch czwdrek, korzystajgc z operacji +, —, -, /, /-, [[], 1, I

Rozwiazanie na str. 18

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

////////////////
////////////////

F 1021. Na jednorodny, poziomy walec o promieniu R i masie M nawinieto

pojedyncza warstwe jednorodnej, cienkiej linki o catkowitej dtugosci [ i masie m.
Walec moze obracaé si¢ bez tarcia wokol swojej osi symetrii. Odcinek linki

o dlugosci x zwisa (rysunek) w polu grawitacyjnym, powodujac obrét walca.

Ile wynosi przyspieszenie, z jakim opada koniec linki, w zaleznoéci od dlugosci
odcinka 2?7 Moment bezwladnosci jednorodnego walca o masie M i promieniu R

dla obrotu wokoét jego osi symetrii wynosi M R?/2. Przyspieszenie ziemskie

wynosi g. Linka nie §lizga sie po powierzchni walca.

Rozwigzanie na str.

F 1022. W warunkach normalnych (p = 101325 Pa, T' = 273,15 K) gestosé¢
mieszaniny azotu i helu wynosi p = 0,6 g/1. Tle moli helu zawarte jest w 1 litrze
tej mieszaniny? Masa atomowa azotu py =14 g/mol, a helu pg. ~ 4 g/mol.
Stala gazowa R ~ 8,314 J/(mol-K).

Rozwigzanie na str. 9

3



	Problem podzialu liczby naturalnej a wlasnosci statystyczne chlodnego gazu
	Zadania

