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Wykres funkcji f. Na szaro zaznaczony
jest fragment, ktéry usuwamy z dziedziny
funkcji tak, aby pozostalta (kolorowa)
czesé byla odwracalna

O funkcji W Lamberta mozna przeczytac
na przyktad w A(Ll.

O pewnej metodzie rozwigzywania
réwnan ,nierozwigzywalnych”

Karol GRYSZKA*

Matematyka pelna jest niezwyklych rownosci. Wéréd nich sa takie, w ktorych
wystepuja ulubione stale matematyczne, jak choéby

T 1+1 1+1 1+ _1+1
4 T 3Ts it T YT,
czy mile dla oka:
3 3
3+ 3= 3. 3 12% = 144 oraz 441 = 212, 2°.9% = 2592.

1 1
My jednak przyjrzyjmy sie blizej réwnosci (%) = (%) 4. Jest ona szczegdlnym
przypadkiem réwnania

(1) x® =y,

Jak znalezé rozwigzania x” = y¥7 Czy takie réwnanie ma wigcej rozwiazan niz
T = %, Y= %? Mozna szukaé¢ metoda prob i btedéw, ale to najprawdopodobniej
doprowadzi donikad. Mozemy zdradzi¢, ze
1 1

= ) Yy=—"

3V3 V3
jest kolejnym rozwiazaniem réwnania . Sprobujmy znalez¢ wiecej rozwiazan.
A priori nie wiadomo, czy to rownanie ma wigcej niz dwa rozwiazania. .. Jak sie
jednak zaraz przekonamy, jesli

t
xTr = tﬁ’
(2) { L
Y= t1—¢ ,
gdzie t > 0, to para (z,y) jest rozwigzaniem ({)). Zauwazmy, ze jesli przyjmiemy

t = 2, otrzymamy pierwsze, a dla t = 3 drugie z powyzszych rozwiazan.
Rozwiazanie mozna uzyskaé przez podstawienie y = tx w (patrz margines).

7Z takiej postaci rozwigzania wynika ciekawa wtasnos¢, otoz

czyli y = tyt. Ta réwno$é ma pewien zwiazek z funkcja f(x) = ze®, ktéra jest
okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych. Nas jednak bedzie interesowac ta czesé
dziedziny funkcji f, na ktérej jest ona odwracalna. Wezmy przedzial [—1, +o00),
a zbiorem wartosci jest wtedy [—1/e, +00). Wykres tej funkcji przedstawiony jest
na marginesie.

Funkcja odwrotng do f jest... no wlasnie, co to takiego? Rozwazajac rownosé
y = xe”

i traktujac z jak niewiadoma, powinniSmy wyznaczy¢ funkcje odwrotna

do f. Jednak préby wykonania tego zadania ,na piechote” spelzna na

niczym. Z drugiej strony ograniczenie dziedziny gwarantuje istnienie funkcji
odwrotnej — nazywamy ja funkcjg W Lamberta i oznaczamy réwniez przez W.
Definiujemy ja po prostu jako funkcje odwrotna do f(x) = ze®. I zgodnie z ta
definicja zachodzi W(z) =y <= x = ye¥. Poniewaz W oraz f sa funkcjami
odwrotnymi, to zachodzi

czyli
(3) W(ze®) = x, W(z)eW® = g
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W celu obliczenia ¢V (9112 0:1) g stronie

www.wolframalpha.com wpisujemy
exp (ProductLog(0.1 1n0.1))

@

Rozwigzanie zadania F 1022.

W temperaturze Ty = 273,15 K hel i azot
z duzg doktadnoscig spelniajg réwnanie
gazu doskonatego. Nalezy jednak
pamietaé, ze azot tworzy molekutly
dwuatomowe, a hel jest gazem
szlachetnym o molekutach
jednoatomowych. Zgodnie z prawem
Daltona cisnienie mieszaniny

gazéw doskonalych jest sumg cisnient
skladnikéw. Mamy wiec:

RT
D =pHe + DNe = (NHe + nx’\")v;

NHelHe + 2NN N

1%
gdzie p,n i p oznaczaja, odpowiednio,
ciénienie, liczbe moli i mas¢ atomows,
a indeksy He i N oznaczaja wartosci tych
wielkoéci dla odpowiedniego sktadnika
mieszaniny. Rozwigzaniem tego uktadu
réwnan jest:

p=

P __p
NHe RT, 20N
vV 1 - bHe

2N

Po podstawieniu danych liczbowych
nge/V ~2,7-1072% mol/l.

Oczywiscie jest to prawda wszedzie tam, gdzie te funkcje zostaly poprawnie
okreslone — dla f na zbiorze [—1,400) oraz dla W na zbiorze [—1/e, +00).

Funkcja W w réwnaniu . Logarytmujac obie strony réwnania ,
otrzymujemy x Ilnz = ylny. Korzystajac z 7 dostajemy:

zlnz=Iny-emY,
W(zlnz) = W(ny - "),
Iny =W(zlnz),
(4) y = eW(wlnz).

Wynika z tego, ze jesli dane jest x, to y musi by¢ postaci . Rozwigzanie jest
bardzo eleganckie i zgrabne, ale... chwila uwagi i spostrzezemy, ze powyzsze
do niczego nie prowadzi. Sp6jrzmy na proste przeksztalcenie (zgodne ze
wzorem (3)):

W(zlnz)=W(nz-e"?) =Inz,

Inx

czyli otrzymalidmy y = e™® = x. Czy wiec wzér pozbawiony jest sensu?

Zwrbéémy uwage na to, ze otrzymana przed chwilag rownosé ma miejsce wtedy,
gdy zlnz > —1, czyli z > e~! (zgodnie z podanymi dziedzinami funkcji W

oraz f). Wykonajmy zatem maly eksperyment — skorzystajmy z programu
WolframAlpha i obliczmy " (11201 Tnnymi stowy, podstawiamy z = 0,1.
Wynikiem jest y = 0,729241 ..., a nie y = 0,1! Céz tutaj sie stalo? Zauwazmy,
ze x < %, a wiec Inz jest poza wyrdzniona dziedzing funkcji f! Niemniej liczba
f(z) = zlnz jest juz wigksza od —1, a zatem trafia w wyrézniong dziedzine
funkcji W. Zlozenie W ( f(x)) prowadzi nas wtedy do przedziatu (—1,o0), wobec
tego z koniecznosci wynikiem nie moze by¢ In .

Pozytek z funkcji W. Za pomoca funkcji W mozemy rozwiazaé¢ wiele
ciekawych réwnan, ktore na pierwszy rzut oka sa nie do rozwiazania. Wada
takich rozwiazan bedzie jednak brak ich elementarnosci, to znaczy nie zostanie
podana jawna formula — bedzie w nia ,wplatana” funkcja W Lamberta.
Rozwazmy réwnanie
" =2,

ktére mozna przeksztalci¢é w nastepujacy sposéb:

rlnz =1n2,

Inze™® =1n2,
Inz =W(n2),
z=eV"2) = 155061...
Rozwiazanie zgrabne, ale niestety (jak ostrzegaliémy) nie mamy jawnej formuly.

Zachecamy Czytelnika do zmierzenia sie z ponizszymi wyzwaniami (wystarczy
podaé jedno rozwiazanie).

1. 22%e* =2,

2. x+e* =2,

3. x =a+ be’”,

4. Inzx=a+ % (wystarczy podaé jedno rozwiazanie).

Rozwiazania mozna znalezé w tym numerze Delty.

Inne zastosowanie. W A3, Autor niniejszego artykutu zaprezentowal
nieskonczone wieze potegowe. Okazuje sie, ze dzieki funkcji W mozna uzasadnié
opisane tam réwnosci (potegi ciagna sie w nieskoriczono$é):

<1E>(£e)("‘1“)m 1

Czytelnika, ktéry poznal juz nieco matematyki wyzszej, zachecamy do lektury
na stronie cs.uwaterloo.ca/research/tr/1993/03/W.pdf. Zamieszczono tam
duzo ciekawych przykladéw zastosowania funkcji W.
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