Kongruencje na szachownicy
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Uepez op DMOZBNSM

Barttomiej BZDEGA

Zachecam Czytelnika do zapoznania sie z artykutem Kolorowe szachownice
autorstwa Anny Hodun, ktéry ukazal sie w gazetce Kwadrat, nr 13 (gazetka
znajduje sie na stronie internetowej OMJ). Sa w nim opisane standardowe
metody rozwiazywania zadan dotyczacych podzialu pewnych figur na inne.
Niniejszy odcinek kgcika inspirowany jest praca Nie tylko kolorowe szachownice,
ktora dwa lata temu napisata moja uczennica, Klaudia Tarabasz. W tej pracy
pokazane sa inne metody rozwigzywania takich zadan, a jedna z nich jest
stosowanie kongruencji.

Dla przypomnienia: zapis a = b (mod n) oznacza, ze a i b daja te sama
reszte z dzielenia przez n. Opisze tu dwa motywy zwiazane z podziatami
i kongruencjami.

Motyw 1. Figure majaca N pol chcemy podzieli¢ na figury majace a i b pél.
Jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy N = ax + by dla pewnych liczb
calkowitych nieujemnych x i y, ktére sa liczbami wykorzystanych figur
pierwszego i drugiego rodzaju. Warunkiem koniecznym rozwiazalnosci takiego
réwnania jest podzielno$é NWD(a,b) | N. Z tego réwnania wynikaja kongruencje
ax = N (mod b) oraz by = N (mod a), dzieki ktérym dowiemy sie czego$ o x i y.
Analogicznie mozna postapié, jezeli jest wiecej rodzajow figur.

Motyw 2. Przypus$émy, ze szachownice m X n mozna podzieli¢ na prostokaty

o wymiarach a x b. Niech a > b. Prostokaty, ktére maja wysokos¢ b i szerokos¢ a,
nazwijmy poziomymi, a pozostate — pionowymi. Ponumerujmy wiersze
szachownicy liczbami od 1 do n, z géry na dét. Niech x; oznacza liczbe

tych poziomych prostokatéw, ktérych najwyzej polozone pola znajduja sie

w i-tym wierszu. W k-tym wierszu znajduje sie po a pdl kazdego z prostokatow
poziomych, majacych gorne pola w wierszach o numerach k., k—1,... .,k —b+ 1,
oraz po b pdl prostokatéw pionowych, przez ktore ten wiersz przechodzi
(rysunek). Wobec tego dla kazdego k € {1,2,...,n} zachodzi kongruencja

a(zr +Tp-1+ ...+ Tk—pt1) =m (mod b),
przy czym xz; =0dlat < Oorazdlai>n—b+1.
Warto zauwazy¢ tu okresowosé zy4p = x (mod b) dla k € {1,2,...,n — 1}, ktéra

otrzymamy, odjawszy dwie kolejne kongruencje stronami.

Jezeli w podziale sg figury innego rodzaju, to przez z; oznaczmy liczbe pdl i-tego
wiersza zajetych przez te dodatkowe figury. Kongruencja dla k-tego wiersza
wyglada wtedy nastepujaco:

a(xk +Tgp-1+ ...+ Tk—pr1) =m— 2z (mod b).
Mozna utworzy¢ cztery uklady kongruencji tego typu — dla wierszy lub kolumn,
rozpatrujac prostokaty pionowe lub poziome. Daja one pewne informacje
o liczbach figur w poszczegdlnych wierszach i kolumnach. Niektére z tych
ukladéw prowadza do sprzecznosci — w tej sytuacji mamy dowdd niemozliwosci
dokonania danego podziatu.

Zadania

1. Kwadratowa szachownice podzielono na prostokaty 2 x 1. Udowodnié, ze liczba

prostokatéw zorientowanych pionowo jest parzysta.

Udowodnié¢, ze szachownicy 10 x 10 nie mozna rozciaé na prostokaty 1 x 4.

3. Uogolni¢ poprzednie zadanie — dowies¢, ze jesli prostokat n X m mozna
podzieli¢ na prostokaty a x b, przy czym NWD(a, b) = 1, to co najmniej jedna
z liczb m, n dzieli si¢ przez a i co najmniej jedna z liczb m, n dzieli sie
przez b.

4. Czy prostopadloécian 8 x 9 x 10 mozna podzieli¢ na prostopadtoéciany
2x3x37

5. Szachownice 2018 x 2018 pokryto za pomoca jednej ptytki kwadratowej 2 x 2
oraz pewnej liczby plytek prostokatnych 1 x 5. Dowie$é, ze pltytka kwadratowa
nie dotyka brzegu szachownicy.

6. Szachownice 8 x 8 podzielono na prostokaty 1 x 3 i jeden kwadrat 1 x 1.
Na ktorym polu moze znajdowac sie ten kwadrat?

7. Szachownice 15 x 15 podzielono na kwadraty 2 x 2 1 3 x 3. Wyznaczy¢
najmniejsza mozliwa liczbe kwadratow 3 x 3 w tym podziale.
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