Klub 44 M

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2021

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
805 (WT =1,61) i 806 (WT = 1,80)

z numeru 9/2020

Janusz Olszewski Warszawa
Marek Spychata Warszawa
Tomasz Wietecha Tarnéw
Jakub Wegrecki Krakéw

Marcin Matogrosz Warszawa
Pawetl Burdzy Warszawa
Jerzy Cisto ‘Wroctaw

Nowicjuszem nie jest (!) zaden z trzech
Panéw: Janusz Olszewski (po raz 21),

46,84
46,39
45,86
41,76
41,65
41,58
33,45

Marek Spychala (po raz 3), Tomasz

Wietecha (po raz 13). Picknie! Tak dalej!

Serdecznie gratulujemy!

Zadania z matematyki nr 819, 820
Redaguje Marcin E. KUCZMA

819. Niech n bedzie ustalong liczba naturalna. Tréjkat réwnoboczny

o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnoleglymi do bokéw) na

n? tréjkacikéw o boku 1. Rozwazamy ciagi kolejno przylegltych tréjkacikéow,

z ktérych zaden nie powtarza si¢ (tréjkaciki przylegle maja wspélny bok).

(a) Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczbe tréjkacikéw w takim ciagu.

(b) Czy i jak zmieni si¢ wynik, jesli dodatkowo zazadamy, by ostatni tréjkacik
przylegat do pierwszego?

820. Udowodni¢ nieréwnosé¢ dla liczb dodatnich a, b, c:

a? b2 2 3

= —.
b2—|—bc+02—|—ca+a2—|—ab 2
Zadanie 820 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2020
Przypominamy tre$¢ zadan:

811. Funkcja f: R — R ma t¢ wlasnos$¢, ze kazda z funkeji g(z) = xf(z) oraz h(z) = 2f(2z) — f(z)
ma granice 0 przy « — 0. Czy stad wynika, ze takze funkcja f ma granice O przy  — 07

812. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 iloczyn H (2,“ — 2) dzieli sie przez nl.

k=2
811. Odpowiedz: tak. Dowdd: dla x # 0 niech H(x) oznacza kres gérny wartosci |h(t)],
gdy 0 < [t] < |z|. Skoro limg 0 h(z) = 0, zatem takze lim,_,o H(xz) = 0. Z okreslenia
funkcji g i h wynika zwiazek g(2t) — g(t) = th(t). Dlatego

x x x x, (T x
o(r) = Z(g(zm) ‘g(ak)> +o(5e) = 2 5e(5r) +o(50)
k=1 k=1
dla kazdej liczby naturalnej n. Jasne, ze |h(z/2%)| < H(z) dla k > 1. Tak wiec

o013 et 0+ (5| <110+ )
k=1

dla z # 0, n € N. Przy ustalonym x # 0 przechodzimy z n do nieskoniczono$ci
i otrzymujemy oszacowanie |g(z)| < |z| - H(z), stuszne dla wszystkich x # 0.
Podzielenie przez |z| daje nieréwnosé |f(z)| < |H(z)|. Stad teza.

812. Niech vp(N) oznacza wykladnik potegi, w jakiej liczba pierwsza p wchodzi

do rozktadu liczby naturalnej N. Dany w tredci zadania iloczyn oznaczmy W,,. Do
uzyskania tezy zadania wystarczy pokazaé, ze v,(Wr) = vp(n!) dla kazdej liczby
pierwszej p.

Ustalmy liczbg pierwsza p. Jezeli p > 3, to na mocy matego twierdzenia Fermata dzieli
ona réznice 2P~ — 1. Jest zatem (dla j = 1,2,3,...) dzielnikiem liczby (21)—1)] -1,
wiec takze i jej dwukrotnodci, czyli liczby 2P7 791 — 2. Liczby tej ostatniej postaci sa

czynnikami iloczynu definiujacego Wy, gdy pj —j+1 < n, czylidla j =1,2,..., %J
Wobec tego

n—1
M v (W) > | 5= |

dla kazdej liczby pierwszej p > 3. Jest to réwniez prawda dla p = 2, bowiem woéwczas
prawa strona (1) to n — 1, za§ W, jest iloczynem n — 1 liczb parzystych.

Niech m bedzie najwigkszym wykladnikiem, dla ktérego p™ < n. Oszacowanie wartosci
vp(n!) uzyskamy przez sekwencje zaleznosci (w ktérej poczatkowa réwnosé to wzdr
Legendre’a — dobrze znany, a przy tym nietrudny do wykazania):

n ““n n 1—-p™ mn—mnp™ n-—1
vp(nl) = {—Jg —=—- = < .
g ;pl ;pz p l—pt p—1 " p-1
Stad wniosek, ze
n—1
2 !<{ J
(2) vp(n!) < p—1

Nieréwnosci (1) i (2) sktadaja sie na dowodzona teze v, (W) > vp(n!). To koniczy
rozwiazanie zadania.
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Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2021
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
702 (WT = 2,1), 703 (WT = 2,53),
704 (WT =2,1) 1 705 (WT = 2,53)

z numeru 9/2020 i 10/2020

Krzysztof Magiera (Losiéw) 4 — 44,73
Michat Kozlik (Gliwice) 4 — 42,82
Tomasz Rudny (Poznan) 41,38
Jan Zambrzycki (Bialystok) 2 — 39,65
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 14 - 37,15
Ryszard Wozniak (Krakéw) 31,46
Jacek Konieczny ( Poznan) 31,33
Konrad Kapcia (Czestochowa) 1 — 27,95
Aleksander Surma ( Myszkéw) 4 — 27,75
Stawomir Bué ( Mystkéw) 26,74
Piotr Adamczyk ( Warszawa) 25,98
Mateusz Kapusta (Wroctaw) 25,37
Pawel Perkowski (Ozaréw) 23,98

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 716, 717
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

716. Sztabka A moze porusza¢ sie w prowadnicy poziomej, a sztabka B

w prowadnicy pionowej (rys. 1). Scianki prowadnic sy idealnie gladkie.
Plaszczyzna styku sztabek nachylona jest do poziomu pod katem «,

a wspotezynnik tarcia miedzy sztabkami wynosi p. Jaka pozioma sile nalezy
przylozy¢ do sztabki A, aby wprawi¢ ja w ruch? Masa sztabki B jest réwna m.

717. Do ogrzewania budynku wykorzystywane jest ciepto oddawane przez
pracujacy silnik cieplny. Silnik ten napedza chlodziarke, ktéra pobiera ciepto od
wod gruntowych i rowniez ogrzewa wode w kaloryferach. Jaka jest maksymalna
sprawnos¢ takiego cyklu ogrzewczego, jezeli temperatura w kotle silnika
cieplnego wynosi t; = 210°C, temperatura wody w kaloryferach réwna jest

ty = 60°C, a wody gruntowe majg temperature t3 = 10°C?

Rozwigzania zadan z numeru 12/2020
Przypominamy tresé¢ zadan:

708. Na poziomej szorstkiej powierzchni znajduja sie dwa jednakowe cienko$cienne, puste w $rodku
walce, ktérych osie sg réwnolegte. Jeden walec spoczywa, drugi toczy sie w jego kierunku bez
poslizgu z predkoscia v. Nastepuje zderzenie sprezyste (tarcie miedzy walcami podczas zderzenia
mozna zaniedbaé¢). Wspélczynnik tarcia miedzy walcami i powierzchniag wynosi p. Jaka jest
najwieksza odlegto$¢ miedzy walcami po zderzeniu?

709. Statek kosmiczny oddala si¢ radialnie od Ziemi z predkoscia v = 3¢/5 (¢ — predkosé swiatla
w prézni). Ze statku nadawana jest audycja radiowa. Czas nadawania audycji w studio na statku
7 = 30 min. Jak dlugo trwa odbiér audycji na Ziemi?

708. Natychmiast po zderzeniu toczacy sie walec straci predkosé ruchu postepowego,
zachowujac predkos$é katowa ruchu obrotowego (rys. 2a), a spoczywajacy walec uzyska
predko$é ruchu postepowego v (rys. 2b). Na oba walce zacznie dzialaé sita tarcia
T = pmg (m jest masa walca). Walce zaczna poruszaé si¢ z poslizgiem. Ich réwnania
ruchu postepowego i obrotowego sg jednakowe: ma = pumg, mR*e = umgR, gdzie
R jest promieniem walca. Predko$¢ ruchu postepowego walca lewego rosnie, a jego
predko$é ruchu obrotowego maleje: v1 = at = pgt, w1 = w — et = v/R — pugt/R. Zacznie
on toczy¢ sie bez poslizgu po czasie to, gdy spetniony bedzie warunek v; = w1 R, stad
to = v/2ug, v1 (to) = v/2. W czasie to lewy walec przebedzie droge s1 = v?/8ug. Do
czasu rozpoczecia ruchu bez podlizgu predkosé ruchu postepowego walca prawego
maleje, a jego predkos¢ katowa rosnie. Rozumujac analogicznie jak poprzednio,
otrzymujemy, ze po takim samym czasie tp walec prawy rozpocznie ruch bez poslizgu
z taka samg predkoécia v/2 i przebedzie droge s2 = 3v?/8ug. Maksymalna odlegtosé
miedzy walcami wynosi

Sg — §1 = v2/4ug.
709. Przyjmijmy, ze w chwili startu obserwatorzy na Ziemi i kosmonauci
zsynchronizowali swoje zegarki, uznajac te chwile za zerowa. Oznaczmy przez t} i th
czasy rozpoczecia i zakonczenia nadawania audycji wedtug kosmonautéw. Wtedy
T = At =t5 —t}. Jest to czas wlasny tego procesu, bo na statku wszystko dzieje sig
w jednym miejscu. Czas nadawania audycji wedlug obserwatora na Ziemi jest dtuzszy:

(%) At =ty —t1 = At'/y/1 —v2/c2.

7 punktu widzenia obserwatora na Ziemi audycje rozpoczeto nadawaé¢ w chwili ¢1, gdy
statek znajdowal sie w odleglodci x1 = vt1 od Ziemi. Sygnat poczatkowy dotart do Ziemi
z op6znieniem vty /c, sygnal koicowy z op6znieniem vts/c. Czas odbioru audycji na
Ziemi wynosi wiec

Te = At +vte/c —vt1/c = At (1 +v/c).
Po podstawieniu (%) otrzymujemy

T :T(1—|—’I)/C)/\/1—’U2/02 :T\/(C+U)/(C—1)) = 60 min.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéow, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegbélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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