Jak wygladataby grawitacja na ptaskiej Ziemi?
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CATS WOULD HAVE PUSHED
EVERYTHING OFF ITBY NOW

Rys. 1. Mem internetowy
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Rozciggajac masy punktowe, aby
zajmowaly pewne male objetosci AV;, tak
aby M; = p(r;)AV;, gdzie p(r) jest
gestoscig, dochodzimy do sformutowania
dla cigglego rozktadu masy:
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Rys. 2. Uktad wspétrzednych walcowych
i jego orientacja wzgledem dysku

Andrij ROVENCHAK*

Ludzie zauwazyli zakrzywienie powierzchni Ziemi wieki temu. Wystarczy
wspomnie¢ klasyczny przyklad chowania si¢ statku za horyzontem duzo
wczesniej, niz przestatby by¢ widoczny z powodu oddalenia.

Juz w roku 350 p.n.e Arystoteles pisal o kulistym ksztalcie Ziemi w swoim
traktacie O niebie (po grecku: Ilepi ovpavot, po tacinie: De Caelo) [1], a wedlug
Strabo i Diogenesa Laertiosa takie stwierdzenia byly wyglaszane przez
Parmenidesa, przedsokratejskiego filozofa VI-V wieku p.n.e. [2].

W rzeczywistosci powierzchnia Ziemi nie jest idealng sfera, nie jest nawet
elipsoida, jest raczej skomplikowang powierzchnia zwana geoida, poréwnywanag,
czasami do ksztaltu ziemniaka.

Mimo tych wszystkich dobrze znanych faktéw dotyczacych ksztaltu Ziemi wcigz
jest wielu ludzi przekonanych, ze nasza planeta ma ksztalt ptaskiego dysku.
Loty w kosmos, obserwacje astronomiczne, w tym zaCmienia, nie sa w stanie
przekonaé ,plaskoziemcéw” do zmiany pogladu. Znany mem internetowy

(rys. 1) méwi, ze gdyby Ziemia faktycznie byla plaska, to koty juz dawno
wszystko zepchnelyby z krawedzi. Lecz, jak zobaczymy dalej, cala sprawa nie
jest az tak prosta. W tym artykule spréobujemy wiec zbadaé¢ doktadniej, jakie
konsekwencje ma przyjecie ptaskiego modelu Ziemi. Przeanalizujemy, jakie
wtadciwosci mialoby pole grawitacyjne pochodzace od jednorodnego plaskiego
dysku, i przekonamy sie, ze grawitacja na plaskiej Ziemi bylaby zupelnie inna od
tego, co obserwujemy. Prezentowane wyniki zaczerpniete sg z artykutu O. Kuzii
i A. Rovenchaka z roku 2019 [3].

Potencjal grawitacyjny

Potencjal grawitacyjny wytwarzany przez mase roztozona na pewnej
powierzchni S dany jest wzorem
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gdzie o(r’) jest gestoscia pow1erzchn10wzg. O takim rozkladzie mozemy mysle¢
jako o masywnej warstwie z zaniedbywalna gruboscia.
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Jako model ptaskiej Ziemi przyjmiemy dysk o promieniu R i stalej gestosci
powierzchniowej o = const. Problem ten wygodnie opisuje sie w zmiennych
walcowych. Obserwator znajduje sie w punkcie (r,0, z), a element powierzchni
dS = r' dr'da ma wspolrzedne (17, «, 0), jak na rysunku 2. Odlegtosé |r — r’|
wygodniej jest obliczy¢ we wspdlrzednych kartezjanskich, gdzie r = (r,0, z)
ir' = (' cosa,r’ sina,0), czyli
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r —r'| = /(r — " cosa)? + (0 — r'sina)2 + (z — 0)2

= \/r2 — 2r'rcosa + 1’2 + 22,

Zatem potencjal grawitacyjny jest dany przez

v dr’

r,z) = —Go da/ .
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Obliczanie potencjalu i natezenia pola grawitacyjnego

(9)

Obliczenie caltek @D okazuje si¢ nieoczekiwanie trudnym zadaniem: wynik nie
wyraza si¢ przez funkcje elementarne. Nawet obliczenie potencjalu od cienkiego
pierscienia (co mogloby sie wydawaé latwiejsze od przypadku dysku) prowadzi
do tak zwanych calek eliptycznych. Aby uniknaé¢ zmagania sie z tak trudnymi
obliczeniami, postuzymy si¢ pewnym przybliZzeniem, a mianowicie rozwinieciem
w szereg. Taki zabieg pozwoli nam otrzyma¢ w nietrudny sposob pewne ciekawe
wnioski.

4



r=0 r>0

W samym centrum Id;lemy
ptaskiej Ziemi w kierunku
krawedzi

Rys. 3. Kierunek sily grawitacji na
ptaskiej Ziemi pochyla si¢ coraz bardziej
w miare oddalania od $rodka dysku
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Najpierw rozwazmy wewnetrzna calke po 7’ z réwnania @D:
R
/d /
10)  Ztrza) - | ra
) Vr2 4+ 22 412 = 2r'r cos
= \/z2 +7r2+ R2—-2Rrcosa — \/z2+r2
+ Tcosa[ln (R —rcosa + \/22 + R2 472 — 2chosa>

—1In (\/22 +r2 frcosa)].

Zewnetrzna calka «a nie daje sie wyrazi¢ przez funkcje elementarne. Rozwiniemy
wiec funkcje podcatkowa w szereg wzgledem 7/R i scalkujemy to rozwiniecie
wyraz po wyrazie:

27

(11) QO(T, Z) = _GU/Iszereg(Ta zZ5 Oé)
0

=—Go |27 (Zf\/m> +27T7R4 (1)2
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Poniewaz w wyrazeniu ([11) nie ma zaleznosci od kata, natezenie pola ma postaé:

(12) I'=—grady(r,z) =Te, + e,
gdzie
dp %
13 T, =% P
(13) or 0z

Sktadowe natezenia pola sa dane przez:
TR3 r 3TRO(R? —422%) /r\3
(14) T =-Co [(JrRW (%) * Sermre (1) +} :
z 3rzR* 7\ 2
(15) TI.=-Go [27r (1 - m) - S LT (E) +] :

7 analizy tych wyrazen mozemy wyciagnaé¢ pewien jako$ciowy wniosek na temat
wlasnosci pola grawitacyjnego na ptaskiej Ziemi. Ilustruje go rysunek 3.

Sktadowa radialna pola grawitacyjnego (réwnolegla do powierzchni Ziemi)
rosnie w miare oddalania sie od $rodka dysku i zblizania sie do krawedzi. Jak
sie przekonamy, powoduje to zmiane wartosci sily grawitacji i jej kierunku od
prostopadlego w érodku do prawie poziomego na krawedzi. Oznacza to, ze osoba
poruszajaca sie w strone krawedzi plaskiej Ziemi bedzie musiata coraz bardziej sie
pochylaé [4 B]. Bedzie wiec miala wrazenie, jakby szla coraz bardziej ,,pod gérke”.

Wyniki obliczen numerycznych dla pola grawitacyjnego

Aby otrzymaé pewne wyniki numeryczne, ustalamy jeden z parametréow
opisujacych problem — gestos¢ powierzchniowa o. Zakladajac, ze natezenie pola
na powierzchni (w granicy z — 07), dokladnie w jej érodku (r = 0), jest réwne
przyspieszeniu ziemskiemu g = 9,8 N/kg skierowanemu prostopadle do dysku,
otrzymujemy:

(16) T'(0,0) =T.(0,0)e,; r.(0,0) = —9,8 N/kg.
Z réwnan f wynika, ze

(17) I.(0,0) = —2nGo,

zatem

(18) 2nGo = g = 9,8 N/kg.

Kolejny parametr — promien plaskiej Ziemi R — moze zosta¢ wybrany jako
jednostka dlugosci.
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Rys. 5. Natezenie pola grawitacyjnego na
powierzchni (zielona ciggta linia) i na
wysokosci z = 0,1R (czarna linia
przerywana) obliczone z rozwinigé
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Rys. 6. Sktadowe pola grawitacyjnego I';.
na powierzchni. Zielona linia cigglta (3D)
odpowiada $cistym obliczeniom dla
grubego dysku (o grubosci H = 0,1R),
czarna przerywana linia (2D) opisuje
$ciste rozwigzanie cienkiego dysku

(o zerowej grubosci), a trzecia linia
(oznaczona In(1 — r/R)) opisuje
zachowanie asymptotyczne opisane

réwnaniem ([24)
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Rys. 7. Natezenie pola grawitacyjnego na
réznych wysokosciach nad powierzchnig.
Linie (od géry do dotu odpowiadajg
wysokos$ciom h = 0; 0,02R; 0,05R; 0,1R;
0,2R; 0,3R; 0,5R; 0,7R; 1,0R; 1,5R; 2,0R
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Rys. 4. Skladowe pola grawitacyjnego na powierzchni (zielona ciagla linia) i na wysokosci z = 0,1R
(czarna linia przerywana) obliczone z rozwinieé¢ (14)—(15)

Wiyniki obliczen przy uzyciu rozwiniecia w szereg f przedstawione sa na
rysunkach 4 i 5. Wida¢ na nich, ze skladowa pionowa pola grawitacyjnego I', nie
zmienia si¢ znaczaco w duzym obszarze wokol centrum plaskiej Ziemi. Sktadowa
radialna I', roénie znacznie szybciej z odleglosécig od centrum, ale nie zmienia si¢
istotnie z wysokoscia nad powierzchnia.

Na krawedzi swiata

Rozwiniecie w szereg zaprezentowane wczesniej jest dobrym przyblizeniem tylko
dla r < R/2. Gdy zblizamy sie do krawedzi dysku, czyli r < R/2, natezenie pola
grawitacyjnego gwaltownie rosnie. Potwierdza to ponizszy rachunek:

R 27
r'do
19 a(r, 2 Z—GU/dT'/
( ) Pdy: k( ) \/r2+22+r2—2T/T'COSOt
0 0
R

/ / 4/
4G r'dr < r'r >7

K
V(4 7)2 + 22 (r' +7)2 4 22
0
gdzie K jest caltka eliptyczna zupelna pierwszego rodzaju:
/2

(20) K(m) = / d0

1 —msin?6’
0

Osobliwo$é potencjalu grawitacyjnego bierze sie z zachowania K(m) dla m — 1.
Kiedy argument dazy do jednosci, to mamy nastepujace przyblizenie:

(21) K(m)‘ ~ _% In(1 — m),

m—1
czyli w poblizu powierzchni (z — 0) dla ¥ — r otrzymujemy
4r'r 1 4r'y , ,
Dla potencjatu otrzymujemy przyblizenie postaci

r' dr’

23 0 ‘ ~AGe | —E
( ) Wdysk( ) roR J \/m
Natomiast dla natezenia pola otrzymujemy

Opaysk r
(24) FT:—%NXQ’JM (1_E>'
Wyniki obliczen dla sktadowej I',. sa przedstawione na rysunku 6. Warto
zauwazy¢, ze skoriczona (niezerowa) grubo$é spowodowalaby wygladzenie
osobliwosci w poblizu powierzchni. Natezenie pola na réznych wysokosciach
jest pokazane na rysunku 7. Jak widaé¢, pole jest rozbiezne tylko na powierzchni
i staje si¢ prawie jednorodne dla wysokosci h ~ R.

R
In|r' — 7| =~ QGU/dT/ In|r" —r|.
0

Plaskoziemcy kontratakuja?

Rozwazmy teraz sytuacje, kiedy ziemski dysk obraca sie w swojej plaszczyznie.
7 réwnania (14) mozna wywnioskowaé, ze dla matych r radialna sktadowa pola
grawitacyjnego I, jest proporcjonalna do r, tak samo jak sita odsrodkowa mw?r,

gdzie w jest predkoscig katowa. Czyli w poblizu $rodka skladowa radialna pola
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Rys. 8. Skladowa radialna natezenia pola
grawitacyjnego réwnowazona przez sil¢
odsérodkows. Krzywe od dotu do géry to
odpowiednio:

« skladowa I',. (dla w = 0),

e przypadek w < wo,

e przypadek w = wo,

e przypadek w > wo

Rys. 9. Za¢mienie Ksie¢zyca widoczne
z plaskiej Ziemi
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Rys. 10. Schematyczny obraz ptlaskiej
Ziemi postrzegany na podstawie wysitku
potrzebnego do przemieszczenia si¢ od
$rodka w kierunku krawedzi

grawitacyjnego moze zostaé czesciowo skompensowana, jezeli
r
(25) WGJE = wir.
Biorac pod uwage rownanie i wybierajac R = 6400 km, czyli przyblizong
warto$¢ promienia naszej Ziemi, otrzymujemy

rGo g 1
2 T 9o
(26) wo 7 °R 0,0009 s,

co tlumaczy sie na okres obrotu 27 /wg ~ 2 godziny. Bylaby to dosyé duza
predkosé obrotu w poréwnaniu do 24 godzin. Zauwazmy, ze dla mniejszych
warto$ci w skladowa I, bytaby kompensowana tylko czeéciowo, natomiast dla
w > wq kierunek pola zmienialby sie w pewnej odlegtosci od centrum. Rozwazania
te ilustruje rysunek 8.

Drugim sposobem, zeby ratowaé¢ model ptaskiej Ziemi, jest wprowadzenie
niejednorodnoéci w rozkladzie gestosci, a najprostszym podejsciem jest
wprowadzenie zaleznosci gestosci od wspdlrzednej radialnej, o = o(r’). Taka
zaleznos$¢ dawalaby skutki podobne do sity odsrodkowej, a zeby tak byto, to
gestos$é o(r') powinna rosnaé w miare zblizania sie do krawedzi plaskiej Ziemi.
Mozna sprawdzi¢, ze rozklad

(27) a(r') = ﬁ, gdzie A = const,

daje ¢(r,0) = const, co oznacza, ze na powierzchni plaskiej Ziemi skltadowa
radialna I',. = 0. Rozwiazanie tego problemu jest dosy¢ skomplikowane

i nie bedziemy go tu przedstawiaé. Nalezy jednak zauwazy¢, ze tak znaczne
niejednorodnosci gestosci bylyby z pewnoscia zauwazone przez plaskoziemcow.
Nieskoriczona warto$é gestosci na krawedzi, czyli dla ' — R, jest dodatkowa wada
takiego niejednorodnego modelu. Co wiecej, rozklad masy nie zapewnia
znikania skladowej radialnej I',. powyzej powierzchni, czyli dla z > 0, a jedynie na
samej powierzchni dysku.

Ustawienie stoni pod powierzchnia plaskiej Ziemi mogloby byé¢ przyblizeniem
takiego rozkladu masy, ale Wielki A’Tuin zepsulby caly pomyst, bedac
dodatkowym zréditem pionowej sktadowej pola grawitacyjnego.

‘Wnioski

7 przedstawionych obliczen wynika, ze mieszkancy plaskiego jednorodnego
dysku mieliby wrazenie, ze ich $wiat jest troche jak wnetrze miednicy (rys. 10),
poniewaz idac w strone krawedzi dysku, musieliby coraz bardziej sie pochylaé

i mieliby wrazenie wchodzenia pod coraz bardziej stroma gore.

Ogromny wysilek wymagany do osiagniecia krawedzi dysku powoduje

w szczegoblnosci, ze najbezpieczniejsza metoda dostania sie na antypody jest
wydrazenie dziury przez plaska Ziemie [6], najlepiej w jej srodku. Grawitacja na
plaskiej Ziemi ocali réwniez Swiat przed memowymi kotami, uniemozliwiajac im
zrzucenie wszystkiego z krawedzi dysku.

Mamy nadzieje, ze przedyskutowany tu temat okaze si¢ interesujacy z kilku
powodow. Przede wszystkim pokazaliSmy, jak obliczy¢ pole grawitacyjne do
dwuwymiarowej konfiguracji mas. Po drugie, pokazaliémy zaréwno $ciste, jak
i przyblizone obliczenia. Po trzecie, mamy nadzieje, Ze rubaszny ton artykutu
ulatwia w niektorych miejscach przyswojenie prezentowanego materiatu.
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