Odpowiednio dobierajac uktad
wspélrzednych, mozemy nasz ruch opisaé
parametrycznie przez réwnanie:

p(t) = r(cos(wt), sin(wt)),
gdzie r to promien okregu, a w to
predkosé katowa. Predkosé liniowa opisuje
pochodna

P’ (t) = rw(— sin(wt), cos(wt)),

a przyspieszenie druga pochodna

p" (t) = —rw?(cos(wt), sin(wt)).

Przez ||w|| oznaczamy tutaj dlugosé
wektora w; dla wektora w

z dwuwymiarowej przestrzeni, jak
w naszym przypadku, mamy

lwll = 1wy, wa)l| := \/w} + w3

Fragment klotoidy. Przy projektowaniu
toréw wykorzystaliby$my krétszy kawalek
i polaczyli go z tukiem okregu, zeby
ograniczy¢ odczuwalna dla pasazeréw site
odsrodkowa

Jak nie wyla¢ herbaty w pociggu?
Maciej OGRODNIK

Wsiadamy do pociagu. Zamawiamy goraca herbate i zajmujemy miejsce. Jeszcze
zanim pociag ruszy, pojawia sie pytanie: czy herbata nie wyleje sie z kubka?
Zeby na nie odpowiedzieé, zastanéwmy sie, jakie sity beda na nas dzialaé.
Pociag rusza z peronu. Dopéki tory nie skrecaja, sprawa jest prosta. Mozemy
w przyblizeniu zalozy¢, ze sila jest stala i mamy dobrze nam znany ruch
jednostajnie przyspieszony. Po rozpedzeniu, gdy maszynista osiagnie zalozona
predkosé, pociag porusza sie ruchem jednostajnym. Silnik lokomotywy pracuje
tak, zeby zréwnowazy¢ silty oporu (gléwnie powietrza, ale tez tarcia ko). Siedzac
w wagonie, nie powinnidémy odczuwaé zadnych sit oprécz drobnych trzesien
spowodowanych lekkimi nieréwnosciami szyn.

Do tej pory jedziemy caly czas po prostej. W ten sposéb niekoniecznie
dojedziemy do naszego celu. Kiedys pociag musi skreci¢. Jaka wtedy bedzie na
nas dziala¢ sita? Zalézmy, ze jedziemy po tuku — wycinku okregu. Jesli jedziemy
ze stala szybkoscia, to sytuacja jest znajoma. Poruszamy si¢ tymczasowo ruchem
jednostajnym po okregu.

Warto$é przyspieszenia doSrodkowego to ag = ”UTHZ), gdzie ||v]| to szybkosé
liniowa (nasza i naszego wagonu). Bedac w pociagu, poczujemy sile odérodkowa
proporcjonalng do kwadratu szybkosci i proporcjonalna do odwrotnosci
promienia tuku, czyli do krzywizny.

Jezeli predkosé jest mata, a promien duzy, to sila, ktéra odczujemy, bedzie
niewielka. Jednak chcemy, zeby pociag jechat szybko, a nie zawsze mozna
polozy¢ tory tak, zeby robi¢ duze tuki. Jesli tory przechodzilyby z prostych
od razu w ciasny huk, to pasazeréw zaskoczylaby nagta, duza sila odsrodkowa.
To znaczy, ze nie mamy czasu, zeby uratowa¢ herbate przed rozlaniem. Dla
zwiekszenia komfortu podréznych trzeba te zmiane wprowadzaé stopniowo.
Jak to zrobi¢? Mozemy polaczy¢ kilka kawalkéw coraz mniejszych okregéw
az dojdziemy do docelowego, najciadniejszego wycinka okregu. W ten sposéb
sita dosrodkowa zwieksza sie stopniowo ze skokiem przy kazdym przejsciu
na mniejszy okrag, a pasazerowie maja czas zareagowac i przechyli¢ sie wraz
z kubkiem. Czy mozemy wejs¢ w zakret gladziej? Tak. Tutaj z pomoca
przychodzi nam na przyktad krzywa zwana klotoidg. Mozemy ja przedstawic
parametrycznie wzorem

p(t) = < /t cos(u?)du, /t sin(uz)du).

Niech p(t) bedzie polozeniem wagonu w czasie t w pewnym ukladzie
wspotrzednych. Przyspieszenie w czasie t jest rowne

p'(t) = %(cos(ﬁ), sin(t?)) = 2t(— sin(t?), cos(t?)),
czyli roénie liniowo w czasie. Zatem dzialajaca na nas sila zmienia sie¢ w sposéb
ciagly.
W celu dalszego zwigkszenia komfortu podréznych projektanci linii kolejowych
wprowadzajg dodatkowo przechylenie torow. W najlepszej sytuacji tory sa
ustawione tak, ze sila wypadkowa (suma ciezaru i sily odsrodkowej) jest
ustawiona prostopadle do podlogi przechylonego wagonu. Ten optymalny kat
zalezy od wartodci sity odsrodkowej, a stad od szybkosci, z ktéra jedziemy.
Jedli pociag zawsze jedzie przez zakret z tg sama predkoscia, to mogliby$my
tak przechyli¢ tory, zeby pasazerowie odczuwali jedynie sile dziatajaca w dot.
Jednak po tych samych torach moga poruszaé si¢ pociagi osobowe, pospieszne
oraz towarowe, ktére jezdza z roznymi predkosciami. W takim wypadku trzeba
p6js$¢ na kompromis. Musimy pogodzié sie z tym, ze czasem pojawi sie sktadowa
poprzeczna sity od$rodkowe;j.

Klotoida jest przyktadem stosowanej w inzynierii kolejowej krzywej przejéciowe;j.
Ta krzywa w plynny sposéb laczy proste kawalki torow z tukami bedacymi
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Rozwigzanie zadania M 1669.

wycinkami okregéw. W praktyce stosowane sg tez inne krzywe przejsciowe. Moga
to by¢ przyblizenia klotoidy, ktére z pewnych wzgledow latwiej jest wyznaczyé
niz krzywg zadana parametrycznie przez funkcje nieelementarne. Uzywane sg
tez krzywe, dla ktérych tempo przyrostu przyspieszenia nie jest stale (jak dla
klotoidy).

44’
2=1+7 Optymalny kat przechylenia toréw jest w przyblizeniu proporcjonalny
44444 do krzywizny krzywej. Przy klotoidzie krzywizna rosnie liniowo, wiec

przechylka jest wprowadzana liniowo na tej krzywej przejSciowej. To znaczy,
ze przyspieszenie katowe, zwiazane z przechytka toréw, pojawia sie nagle. Jest

52 44+ 4 to problem analogiczny do tego z wprowadzaniem krzywizny do samej trasy

PR EY pociagu. Aby temu zaradzi¢, potrzeba, Z(/%b.y pocho@na} tempa zmiany przechytki
4 byla ciagla. Przy standardowych predkosciach to nie jest az tak istotny efekt.

7= % _u, Jednak dla linii duzych predkosci dla zwigkszenia komfortu krzywe przejsciowe

8=d+4+4—4,

sa dobierane tak, zeby trzecia pochodna byta ciagla. W takim przypadku
pochodna przyspieszenia liniowego i przyspieszenie katowe wprowadzone przez

4
9=d+d+ 7, przechylenie toréw sag ciagle. To zwigkszenie pltynnosci przejscia w zakret
oo -4 odbywa sie jednak kosztem wydluzenia krzywej przejsciowe;j.
YR
oM Wiemy juz, po jakiej krzywej chcemy, zeby poruszal si¢ pociag dla zwigkszenia
CVi+ VA komfortu pasazeréw. Ale zazwyczaj pociagi jada po torach zltozonych z dwdch
1 Mrd szyn. Jak te szyny powinny byé wzgledem siebie ustawione? Kota pociagu sa
. 44 umieszczone na osiach o pewnej ustalonej szerokosci R. Rozstawy toréw R moga
13=—+ V4, by¢ rézne w réznych krajach, ale powiedzmy, ze w naszej podrézy nie musimy
1d=4d+4+4+ 4, sie tym przejmowacé. Szyny powinny by¢ od siebie réwno oddalone, zeby kota nie
oy, zsunely sie ani do $rodka ani na zewnatrz.
5= — s
4 ’

Dopdéki nie skrecamy, to mamy dwie rownolegle proste. Na tuku okregu beda to
czesci okregéw o wspélnym srodku i réznicy promieni rownej R. Dla krzywych
przejsciowych potrzebujemy ogdlniejszego przepisu na szukanie krzywej
rownoleglej do pewnej krzywej :

16=4+4+4+4,
17=4 4+4
- <

18 =4-4+4— /4,

= 1. wybierzmy kilka punktéw na krzywej -,

2. wokoél kazdego z tych punktéw narysujmy okrag o promieniu R,
3. narysujmy krzywa styczng do kazdego z tych okregdw.

19=4!—4— 3, gdy uzyjemy !,
20=4-4+V4+ V4.
W przyblizeniu dostaniemy krzywa odlegla od v o R. Zeby znalezé krzywa, ktéra
naprawde jest oddalona od v o R, musimy znalezé krzywa, ktora jest styczna do
kazdego z okregéow o promieniu R i $rodku w pewnym punkcie krzywej .

Gdy si¢ tak zastanawialiémy nad ruchem pociagu, pojawily nam sie dwa
pojecia z geometrii. Pierwsze to krzywizna (plaskiej) krzywej. W przypadku
pociagu jadacego ze stalg predkoscia krzywizna toru jest proporcjonalna do
przyspieszenia dosrodkowego potrzebnego do utrzymania pociagu w szynach.
W matematycznym ujeciu powiemy, ze krzywizna krzywej v : [0, 1] — R?
sparametryzowanej tak, ze ||7/(t)|| = 1, wynosi

k=" @]
Krzywizne w pewnym punkcie krzywej mozemy zdefiniowaé tez jako

gdzie r to promien ,najlepiej” dopasowanego okregu do krzywej w danym
punkcie. Jest to jedno z podstawowych pojeé¢ geometrii rozniczkowej. Jego
uogolnienia takze maja zastosowania w fizyce. Na przyktad srednia krzywizna
powierzchni ma zwiazek z ksztaltem baniek mydlanych. Z kolei tensor krzywizny
przestrzeni pozwala sformulowaé wspoélczesne rozumienie grawitacji w ogdlnej
teorii wzglednosci.

Wigcej o $redniej krzywiznie i bankach
mydlanych mozna przeczytaé w artykule
Barnka jaka jest, kazdy widzi (AZQ).

Wigcej mozna przeczytacé w:
Grawitacja © geometria — szybki przegl%d,
Marcin Domagata (Agg) . s s .s . . .
Coy Binstein mial racje?, Drugie pojecie z geometru to obwzedma rO(le?ny krzywych. Jest to l.irzywa
Michal Bejger (A}2) styczna do kazdej z krzywych w danej rodzinie. W ten sposéb doszlismy do tego,
Geometria rézniczkowa, . .z . , .
Jerzy Konarski (A%)) jak poprowadzi¢ dwie rownolegle, zakrzywione szyny.
Za wygoda i bezpieczenstwem pasazeréw w pociggu stoi wiele rozwigzan
inzynieryjnych, korzystajacych migedzy innymi z geometrii. Warto si¢ im
przyjrzeé, zeby docenié, jak matematyka i fizyka utatwiaja nam codzienne zycie.
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