Rys. 1. Przy takim przebiegu rozgrywki
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Rys. 2. Przy takim przebiegu rozgrywki
mamy D=10i L =1
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Rys. 3. Przy takim przebiegu rozgrywki
mamy D =11iL =10

Twierdzenie Sparre-Andersena
tukasz RAJKOWSKI

W pewnej szkole w Symulandii kazde z 1000 uczeszczajacych do niej dzieci
dostalo takie oto zadanie domowe: Trzeba rzuci¢ 10 razy kostka sze$cienna.

W zaleznoéci od wyniku dziecko ma oddaé lub pobraé¢ od swoich rodzicow
kwote okreslona przez nastepujaca tabelke (ujemne kwoty oznaczaja obowiazek
oddania pienigdzy rodzicom):

liczba oczek | 1 2 3 141|5
wyplata -4 -3|-2]1|3|5

Nastepnie dzieci mialy narysowa¢ wykres zaleznosci stanu swojego konta

od liczby rzutéw (uwzgledniajac stan konta 0 w ,zerowym rzucie”) i na

jego podstawie stwierdzi¢, ile rzutow konczylo sie dodatnim stanem konta

(co oznaczymy przez D) oraz po ktérym rzucie stan konta po raz pierwszy
osiagnal najwigksza warto$é (co oznaczymy przez L). Rysunek 1 przedstawia
przykladowy przebieg. Na pierwszy rzut oka wartoéci D i L nie sa specjalnie
zwiazane — tatwo skonstruowaé przyklady, gdzie jedna z nich jest duza, a druga
mata (rys. 2 irys. 3). Gdy jednak dyrektor szkoly opublikowal podsumowanie
wynikéw pracy domowej, uwage wszystkich zwrécita ponizsza tabelka,
przedstawiajaca liczby uczniéw, ktérzy uzyskali poszczegdlne wartosci D
(pierwszy wiersz) oraz poszczegblne wartosci L (drugi wiersz).

0 1 21 3|4 |5 |6 |7 |8]|9]10
D | 188 | 101 | 71 | 66 | 70 | 58 | 60 | 67 | 67 | 93 | 159
L | 188 | 103 | 63 | 81 | 61 | 58 | 62 | 75 | 71 | 81 | 157

To, ze tyle samo ucznidéw uzyskato wartosci D i L réwne 0, nie jest w ogdle
zaskakujace — tatwo przekonaé sie, ze byli to po prostu ci sami uczniowie.

Dla pozostalych wartosci D i L liczby uczniéw, ktérzy je uzyskali, wydaja

sie zaskakujaco bliskie, cho¢ przedstawione wcze$niej przyklady pokazywaty,
ze jeden uczen mogl uzyskac istotnie rézne wartoéci D i L. Dyrektor szkoty
donidst o swoim odkryciu premierowi Symulandii, ktéry — poruszony tym
nieoczekiwanym zwiazkiem — zarzadzit ogélnokrajowy eksperyment. Kazdy

z 10% obywateli miat przeprowadzié to samo doswiadczenie i przestaé uzyskane
wyniki poczta do Ministerstwa Liczenia. Pracujacy tam urzednicy skrupulatnie
policzyli wszystkie wyniki i wyprodukowali tabelke analogiczng do poprzedniej,
z ta roéznica, ze przedstawiala ona procentowy udzial poszczegdlnych wynikéw
w calej populacji, zaokraglony do dziesiatych czesci procenta.

0 1 2 [ 3] 456 7] 8] 9] 10
D[ 195% | 10,3% | 7.8% | 6,6% | 6,2% | 6,0% | 6,1% | 6,4% | 6,9% | 8,3% | 15,9%
L[19.5% | 10,3% | 7.8% | 6,6% | 6,2% | 6,0% | 6,1% | 6,4% | 6,9% | 8,3% | 15,9%

Kto jak kto, ale mieszkancy Symulandii wiedzieli, ze w tej sytuacji nie
moze by¢ mowy o zadnym przypadku. Najwyrazniej prawdopodobienstwa
uzyskania poszczegdlnych wartosci przez zmienne D i L sg réwne! Zalezno$é
ta utrzymywala sie w kolejnych eksperymentach, z réznymi wyplatami oraz
ko$émi, ktére nie byly dobrze wywazone. Symulandcy uczeni predko znalezli
uzasadnienie tej wlasnosci, ktére oparte jest na pewnym kombinatorycznym
twierdzeniu. Zanim je sformutujemy, wprowadzimy kilka oznaczen.

Niech @ = (x1,...,2,) bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych.
Ustawieniem x nazwiemy dowolny ciag (ajg(l), e mg(n)), gdzie o jest pewna
permutacja zbioru {1,2...,n}. Subtelna réznica miedzy ustawieniami

a permutacjami polega na tym, ze poniewaz wyrazy ciagu & moga si¢ powtarzac,
ustawien tego ciagu moze by¢ mniej niz n!. W szczegdlnosci ciag staly ma tylko
jedno ustawienie. Niech s = (s, ..., s,) bedzie ciagiem sum czeéciowych x,
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Dla ciggu
x=(1,3,-2,-4,1,5,-3,—2,—2,5)
(ktérego sumy czeSciowe zostaly
zilustrowane na rysunku 1) kolejne kroki
algorytmu przedstawia ponizsza tabelka.
W lewej kolumnie wypisana jest postaé
ciggu bazowego przed wykonaniem
danego kroku, w $rodku suma tego ciagu
bazowego, a w prawej kolumnie wartosé
dodawana na poczatku ciggu tworzonego
po wykonaniu tego kroku.

cigg bazowy +
1,3,-2,-4,1,5,-3,-2,-2,5 | 2 | 1
3,—-2,—-4,1,5,-3,—-2,—-2,5 1 3
—2,-4,1,5,-3,—-2,—-2,5|—2| 5
—2,-4,1,5,-3,—-2, -2 -7 -2
—2,-4,1,5,—-3,-2 —5|-2
—2,-4,1,5,-3 —3|-3
—2,-4,1,5 0|5
—2,-4,1 —5] 1
—2,—4 —6| —4
—2 —2| -2

W tej sytuacji
x = (-2,-4,1,5,-3,-2,—-2,5,3,1).
Mamy woéwczas
=(0,-2,-6,-5,0,—-3,-5,—-7,—2,1,2),
zatem D,/ =2 = Lg.

tzn. s =01 s = Zle z; dla 1 < k < n. Niech D, oznacza liczbe dodatnich
wyrazow w ciagu s oraz niech L, bedzie najmniejszym indeksem w ciagu s, dla
ktorego przyjmuje on najwicksza warto$¢. Okazuje sie, ze dla kazdego ciagu @
mozemy znalez¢ jego ustawienie x’ tak, aby Ly = Dy.

Twierdzenie. Istnieje taka bijekcja ¥: R™ — R", Ze dla dowolnego x € R™ cigg
x' = U(x) jest ustawieniem x oraz Ly = Dy .

Dowdd. Wybierzmy dowolnie ciag = (21,...,z,). Ciag ' tworzymy zgodnie

z nastepujaca procedura. Na poczatku naszym ,ciagiem bazowym” jest x,

a ,ciagiem tworzonym” jest ciag pusty. W kazdym kroku procedury patrzymy
na sume wszystkich wyrazéw obecnego ciagu bazowego — jesli jest ona dodatnia,
zabieramy z niego pierwszy wyraz, w przeciwnym wypadku wyraz ostatni.
Zabrany wyraz wstawiamy na poczatek ciggu tworzonego. Dla przyktadu,

w przypadku przedstawionym na marginesie, w széstym kroku ciagiem bazowym
jest (—2,—4,1,5,—3). Suma jego wyrazéw to —3, zatem zabieramy z niego ostatni
wyraz i dokladamy do ciaggu tworzonego, ktérym po wykonaniu tego kroku jest
(-3,-2,-2,5,3,1).

Postulowany w twierdzeniu ciagg ' to ciagg utworzony po n krokach opisanej
procedury. Oczywiscie @’ jest ustawieniem ciggu x. Niech s i 8’ beda ciagami
sum czesciowych ciggdéw odpowiednio x i x’. Za pomocg prostej indukeji
mozemy uzasadni¢, ze suma wyrazéw k-tego ciggu bazowego to s;,_; .,
(pamietajmy, ze wyrazy zabierane z ciagéw bazowych przechodza na poczatek
ciggu tworzonego). W tej sytuacji liczba dodatnich wyrazéw ciagu s’ (czyli D)
to liczba etapéw konstrukcji, w ktérych suma ciagu bazowego byla dodatnia.
Pokazemy teraz, ze ta liczba jest réwna L.

Zalézmy, ze Ly =1, tzn. maksimum ciggu sum czedciowych s pojawia sie¢ po
raz pierwszy na indeksie [. Zwréémy uwage, ze zmiany w ciagu bazowym maja
»gasienicowy” charakter, tzn. zawsze zabieramy ktéry$ z dwoch jego krancowych
wyrazéw. Uzasadnimy, ze wyrazy x; dla i <[ sa zabierane z ciagu bazowego
tylko ,,z lewej strony”, a wyrazy z; dla ¢ > [ tylko ,,z prawej strony”. Wynika to
z ponizszych dwoch obserwacji:
o jedli ciag bazowy zaczyna si¢ od z;41, to jego suma jest niedodatnia, gdyz
Z?l 41 %i = Si+m — 81 < 0, wige w takim wypadku bedziemy juz czerpac tylko
»,Z prawej strony” ciagu bazowego.
. Jesh ciag bazowy konczy sie na x;, to jego suma jest dodatnia, gdyz
Zz 1=m T; = 8] — Si—m > 0, wiec wtedy bedziemy juz czerpaé tylko ,z lewej
strony” ciagu bazowego.

W tej sytuacji dokladnie [ razy czerpiemy .z lewej strony” ciagu bazowego,
zatem tyle razy ma on dodatnia sume. Zgodnie z wcze$niejszymi obserwacjami
oznacza to, ze Dy = [. Pozostaje uzasadnié, ze przeksztalcenie ¥ faktycznie
jest bijekcja, co wynika z istnienia ,,procedury odwrotnej”, ktérej nietrudna
konstrukcje pozostawiamy Czytelnikowi. U

Jaki jest zwiazek przedstawionego twierdzenia Czytelnicy troche bardziej obyci z rachunkiem

7 niesamowitym zjawiskiem zaobserwowanym prawdopodobienstwa bez trudu zauwaza, ze przedstawione

w Symulandii? Mozemy w tym wypadku utozsamia¢ rozumowanie moze by¢ zastosowane dla dowolnych zmiennych
zdarzenia elementarne z ciggami wynikéw kolejnych losowych (nie tylko tych o rozkladzie dyskretnym), a takze,

gier. Jesli @ = (x1,...,x10) jest pewnym takim ze dowodzi ono tak naprawde rownosci rozktadow wektoréw
ciagiem, to kazde ustawienie tego ciagu ma to losowych (D, S) i (L, S), gdzie S jest suma wszystkich wyplat.
samo prawdopodobienstwo wystapienia. W zwigzku Obserwacja ta nosi nazwe twierdzenia Sparre-Andersena,

z tym, na mocy naszego twierdzenia, zdarzenia ktére w pelnym brzmieniu przytaczamy ponizej.

elementarne ze zbioru {D =d} = {x: D, = d}

(dla pewnej ustalonej wartosci d) sa polaczone

we wzajemnie jednoznaczne pary ze zdarzeniami
elementarnymi (o tym samym prawdopodobienstwie)

Twierdzenie (Sparre-Andersen). Niech X1, ..., X, bedg
niezalezZnymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie.
Niech Sy =0, Sk —Zl 1 Xidlal<k<n oraz

ze zbioru {L = d} = {x: Ly = d}. Oznacza to, ze . )
prawdopodobienstwa uzyskania poszczegblnych D= Z Lis;>0p, L=min{0<i<n: 8= oglfgn S;}.

wartosci przez zmienne D i L faktycznie sg réwne,

=1

tak Jak Sugerowa}y to badania przeprowadzone Wéwczas wektory ZOSO’LUE (D, S) 7 (L, S) ma]q ten sam ’I"OZk'fad

w Symulandii.

prawdopodobienstwa.
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