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Spokojnie, to tylko wielomian
Mariusz SKALBA*

Niech f(z) = 23 — 22. Woké! tego prostego wielomianu zogniskuja sie nasze
rozmyslania na przestrzeni tego artykulu. Najpierw wykazemy, ze f traktowany
jako funkcja f: Q — Q jest iniekcja. Zalézmy nie wprost, ze istnieja rézne
1, T2 € Q takie, ze

o3 — 2 = x5 — 21,.
Przeksztalcamy powyzsza réwnosé:

T3 =20 — 23+ 200 =0 <= (2] —23) — 2(x; —22) = 0.

Lewa strong ostatniego wzoru rozkladamy na czynniki:
(1 — 22)(2] + 2122 + 25 —2) =0 = 27 + 2100 + 25 — 2 =0 (gdyz z1 # 72).
Wykazemy teraz, ze réwnanie
1:%4—:1313:2—&—3:% =2
nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych x1,xs. Jedli 1 = a/c, xo = b/c
(gdzie a, b, c € Z) jest takim rozwiazaniem, to mozemy zalozy¢ od poczatku,
ze NWD(a, b, ¢) = 1. Mamy zatem
a? +ab+b* =262,
skad wynika natychmiast, ze liczby a,b nie moga by¢ jednoczesnie nieparzyste.
Otrzymujemy dalej, ze obie sa parzyste, czyli a = 24,b = 2B, gdzie A, B € Z.
Roéwnanie przyjmuje postac:
4A% + 4AB + 4B% = 2¢ = 24% + 2AB + 2B? = 2,
zatem réwniez ¢ = 2C, gdzie C' € Z. Wychodzi na to, ze NWD(a, b, ¢) > 2 — czyli
sprzecznosé.
Z drugiej strony wielomian f(z) traktowany jako funkcja f : R — R jest surjekcja
— najprostsze uzasadnienie korzysta z wlasnosci Darboux funkcji ciaglych

i konstatacji

lim f(x)=—-o00 oraz lim f(z)= oo.
T——00 T—00

Podsumujmy:

o wielomian f(x) traktowany jako funkcja f: Q — Q jest iniekcja, ale nie jest
surjekcja, gdyz np. 2 nie jest postaci 23 — 2z dla zadnego = € Q;

o wielomian f(z) traktowany jako funkcja f : R — R jest surjekcja, ale nie jest
iniekcja, gdyz np. f(v/2) = £(0) = 0.

Wykazemy teraz gléwny wynik naszego artykutu:

Istnieje Q C X C R taki, Ze f dane powyziszym wzorem jest bijekcjg f : X — X.

Oto dowéd. Dla kazdej liczby rzeczywistej a rozpatrzmy zbiér f~!({a}) NR.
Jest on niepusty i co najwyzej tréjelementowy. Okredlimy teraz funkcje
g : R — R w nastepujacy sposéb. W przypadku, gdy f~1({a}) N Q # 0, to
z poprzednich rozwazan wynika, ze ten zbiér jest jednoelementowy; oznaczmy
jego jedyny element przez g(a). W przypadku, gdy f~({a}) N Q = 0, okreslamy
g(a) :=min(f~1({a})). W ten sposéb okredliliémy funkcje g : R — R, ktéra
spelnia warunek

f(g(a)) = a dla kazdego a € R.

Mozemy teraz okresli¢ docelowy zbior X:
o0
X =,
k=0
gdzie g*(Q) oznacza obraz zbioru liczb wymiernych Q przy k-krotnej iteracji

funkcji g (przyjmujemy, ze ¢°(x) := x dla = € R).

Wykazemy najpierw, ze f(X) C X. Niech wiec z € X i rozpatrzmy najpierw
przypadek, gdy x € ¢*(Q) dla pewnego k > 0. Wéwezas istnieje w € Q takie,
ze x = gF(w). Mamy

fl@) = f(g"(w)) = flg(g" " (w)) = ¢* "} (w) € X.
W pozostatym przypadku z € ¢°(Q) = Q mamy tez f(z) € Q = ¢°(Q) C X.
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Teraz wykazemy, ze f(X) = X. Niech wiec y € X. Zatem y = g*(w) dla pewnego
k > 0 oraz w € Q. Polézmy x := g(y). Wowczas f(z) = f(g9(y)) = y oraz
r =gt (w) € X.
Wreszcie wykazemy, ze f: X — X jest réznowartosciowa. Niech wiec x1,x2 € X
oraz zaldézmy, ze f(x1) = f(x2). Oznaczmy te wspdlna warto$é przez a. Mozemy
napisaé .
x1 =g"(w1), x2=g"(wa), gdzie k>=0,m > 0,w;,ws € Q.

Jezeli obie liczby k, m sa dodatnie, to

fa1) = f(g"(wn)) = " H(wn),  f(@2) = flg™(w2)) = g™ H(wa),

F=1(w,) = g™ 1 (wy). Otrzymujemy stad

21 = g"(w1) = g(g" " (w1)) = g(g" " (w2)) = g™ (ws) = 5.
Rozpatrzymy przypadek k = 0, m > 0. Teraz x; € Q oraz

f(x1) = g™ (wy).

7Z okredlenia funkcji ¢ mamy teraz z; = g(g™ !(w2)), czyli 11 = z.

czyli g

W ostatnim przypadku k = m = 0 powolujemy sie na wykazana wczedniej
réznowarto$ciowosé funkcji f: Q — Q i otrzymujemy z; = x5.

Zajmiemy sie¢ na koniec funkcja g : X — X pod katem jej ciagltosci w réznych
punktach. Jest to funkcja odwrotna do , gltadkiej” bijekcji f : X — X. Faktycznie
funkcja f: X — X jest ciagla, ale nazwaliSmy ja , gladka”, gdyz jest obcieciem
do X wielomianu trzeciego stopnia! Wykazemy natomiast, ze g nie jest ciagla
f(@) w zadnym punkcie zbioru X N (—$v/6, 3/6)!
Standardowymi metodami analizy matematycznej mozna uzasadnié, ze
—%\@ jest najmniejsza wartoscia f na dodatniej pétprostej, przyjmowana dla
" argumentu %\/6 Fatwo wynika stad, ze dla dowolnego y € X N (—% 6, g 6)
istnieja 1,22 € f71(y) takie, ze x1 < —3v/6 oraz x5 > $/6. Oczywiscie
x1 < xg oraz f(xz1) = f(x2) = y. Niech teraz (a,,)22; bedzie ciagiem o wyrazach
wymiernych zbieznym do x, natomiast (b,,)52; niech bedzie ciagiem
—§VE¢---= o wyrazach wymiernych zbieznym do x5. Poniewaz f jest wszedzie ciagta, wiec
lim, 00 f(an) = f(z1) =y oraz lim,,_,o f(by) = f(x2) = y. Mamy dalej

Jim g(f(an)) = lim a, ==, oraz lim g(f(bn)) = lim b, = w3,

=
4444441»3
o

czyli, na mocy definicji Heinego, g nie moze by¢ ciagta w y.

Wyszto na to, ze zwykla bijekcja f : X — X ma do$¢ niezwykla bijekcje
odwrotng g — ale moderujac zaistniata sytuacje w duchu tytutu, uspokéjmy
Czytelnikéw: konstruujgc funkcje g, nie skorzystalismy nawet z pewnika wyboru!

Matematyczny kacik muzyczny IV:
O tym, jak przydatne jest dudnienie
* Student, Wydzial Matematyki, KO’I%Sta’n,ty KOSTRZE WSK[*

Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski W numerze A§;, oméwili$my sposoby strojenia instrumentéw, jakie ludzkosé

opracowala na przestrzeni wiekéw. Ta cze$é¢ problemu jest natury koncepcyjnej
i daje sie cala opisa¢ na kartce papieru. Ostatecznie jednak chcemy, by stojacy
obok nas instrument (na przyklad fortepian) byl nastrojony, a sama kartka
papieru zapisana obliczeniami, jak potrzebne by one nie byly, nie rozwiaze

za nas tego problemu. Zyjemy w czasach, w ktérych dostepne sa urzadzenia
elektroniczne oraz przerézne aplikacje wspomagajace nas w strojeniu
instrumentéw, najczesciej gitary. Pojawia sie pytanie: w jaki sposéb radzono
sobie w czasach, gdy takich ,wspomagaczy” nie byto?

Oczywiscie muzycy maja statystycznie lepszy stuch i sa wrazliwsi na réznice
pomiedzy dzwiekami. Dlatego duzo tatwiej jest im zblizy¢ sie¢ do zgodnego
brzmienia. Gdy réznica pomiedzy czestotliwo$ciami obu dzwiekow jest jednak
niewielka, nawet wprawne ucho moze mie¢ trudnosci z jej wychwyceniem.

W tej sytuacji wykorzystuje si¢ tzw. zjawisko dudnienia.

9



	Spokojnie, to tylko wielomian
	Matematyczny kacik muzyczny IV: O tym, jak przydatne jest dudnienie

