Teraz wykazemy, ze f(X) = X. Niech wiec y € X. Zatem y = g*(w) dla pewnego
k > 0 oraz w € Q. Polézmy x := g(y). Wowczas f(z) = f(g9(y)) = y oraz
r =gt (w) € X.
Wreszcie wykazemy, ze f: X — X jest réznowartosciowa. Niech wiec x1,x2 € X
oraz zaldézmy, ze f(x1) = f(x2). Oznaczmy te wspdlna warto$é przez a. Mozemy
napisaé .
x1 =g"(w1), x2=g"(wa), gdzie k>=0,m > 0,w;,ws € Q.

Jezeli obie liczby k, m sa dodatnie, to

fa1) = f(g"(wn)) = " H(wn),  f(@2) = flg™(w2)) = g™ H(wa),

F=1(w,) = g™ 1 (wy). Otrzymujemy stad

21 = g"(w1) = g(g" " (w1)) = g(g" " (w2)) = g™ (ws) = 5.
Rozpatrzymy przypadek k = 0, m > 0. Teraz x; € Q oraz

f(x1) = g™ (wy).

7Z okredlenia funkcji ¢ mamy teraz z; = g(g™ !(w2)), czyli 11 = z.

czyli g

W ostatnim przypadku k = m = 0 powolujemy sie na wykazana wczedniej
réznowarto$ciowosé funkcji f: Q — Q i otrzymujemy z; = x5.

Zajmiemy sie¢ na koniec funkcja g : X — X pod katem jej ciagltosci w réznych
punktach. Jest to funkcja odwrotna do , gltadkiej” bijekcji f : X — X. Faktycznie
funkcja f: X — X jest ciagla, ale nazwaliSmy ja , gladka”, gdyz jest obcieciem
do X wielomianu trzeciego stopnia! Wykazemy natomiast, ze g nie jest ciagla
f(@) w zadnym punkcie zbioru X N (—$v/6, 3/6)!
Standardowymi metodami analizy matematycznej mozna uzasadnié, ze
—%\@ jest najmniejsza wartoscia f na dodatniej pétprostej, przyjmowana dla
" argumentu %\/6 Fatwo wynika stad, ze dla dowolnego y € X N (—% 6, g 6)
istnieja 1,22 € f71(y) takie, ze x1 < —3v/6 oraz x5 > $/6. Oczywiscie
x1 < xg oraz f(xz1) = f(x2) = y. Niech teraz (a,,)22; bedzie ciagiem o wyrazach
wymiernych zbieznym do x, natomiast (b,,)52; niech bedzie ciagiem
—§VE¢---= o wyrazach wymiernych zbieznym do x5. Poniewaz f jest wszedzie ciagta, wiec
lim, 00 f(an) = f(z1) =y oraz lim,,_,o f(by) = f(x2) = y. Mamy dalej

Jim g(f(an)) = lim a, ==, oraz lim g(f(bn)) = lim b, = w3,

=
4444441»3
o

czyli, na mocy definicji Heinego, g nie moze by¢ ciagta w y.

Wyszto na to, ze zwykla bijekcja f : X — X ma do$¢ niezwykla bijekcje
odwrotng g — ale moderujac zaistniata sytuacje w duchu tytutu, uspokéjmy
Czytelnikéw: konstruujgc funkcje g, nie skorzystalismy nawet z pewnika wyboru!

Matematyczny kacik muzyczny IV:
O tym, jak przydatne jest dudnienie
* Student, Wydzial Matematyki, KO’I%Sta’n,ty KOSTRZE WSK[*

Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski W numerze A§;, oméwili$my sposoby strojenia instrumentéw, jakie ludzkosé

opracowala na przestrzeni wiekéw. Ta cze$é¢ problemu jest natury koncepcyjnej
i daje sie cala opisa¢ na kartce papieru. Ostatecznie jednak chcemy, by stojacy
obok nas instrument (na przyklad fortepian) byl nastrojony, a sama kartka
papieru zapisana obliczeniami, jak potrzebne by one nie byly, nie rozwiaze

za nas tego problemu. Zyjemy w czasach, w ktérych dostepne sa urzadzenia
elektroniczne oraz przerézne aplikacje wspomagajace nas w strojeniu
instrumentéw, najczesciej gitary. Pojawia sie pytanie: w jaki sposéb radzono
sobie w czasach, gdy takich ,wspomagaczy” nie byto?

Oczywiscie muzycy maja statystycznie lepszy stuch i sa wrazliwsi na réznice
pomiedzy dzwiekami. Dlatego duzo tatwiej jest im zblizy¢ sie¢ do zgodnego
brzmienia. Gdy réznica pomiedzy czestotliwo$ciami obu dzwiekow jest jednak
niewielka, nawet wprawne ucho moze mie¢ trudnosci z jej wychwyceniem.

W tej sytuacji wykorzystuje si¢ tzw. zjawisko dudnienia.
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Rys. 1. Fale opisane funkcjami ¢ i ¢

Rys. 2. Fala ¢ + 9 oraz fala
o czestotliwodci lh—fal (oznaczona

2
kolorem)

Glosy w organach maja réznorakie
stopaze. Stopaz to dlugosé najnizej
grajacej piszczatki w danym glosie
wyrazona w stopach (1 stopa to okoto
30,5 cm). Glosy o$miostopowe (8')

to glosy, ktore graja realna wysokosé
dzwieku, przypisana do konkretnego
klawisza. Glosy 4/ graja oktawe wyzej,
glosy 2%/ oktawe i kwinte wyzej,

a glosy 16’ oktawe nizej.

Rozwazmy dwie fale opisane funkcjami ¢(t) = cos(27 f1t), () = cos(27 fat)
z jednakowa amplituda jednostkowa oraz mala réznica czestotliwodci. Wowczas
brzmiac razem, fale te nakladaja sie i tworza fale

p(t) + P (t) = cos(2m fit) + cos(27 fot) = 2 cos (27rfl_gfzt> cos (271'fl;th) .

fit+fe
2

Ludzkie ucho odbiera to jako dzwiek o czestotliwo$ci , ktéry dudni, czyli

jest na przemian glo$ny i cichy. Jest tak dlatego, ze czestotliwoéé @ jest

bardzo mala i wchodzi w zakres infradzwiekéw.

Prosty stad wniosek — im mniejsza réznica pomiedzy czestotliwodciami dzwiekdw,
tym rzadsze sa dudnienia. Celem stroiciela jest zatem takie regulowanie
wysokosci jednego z dzwiekéw, by ostatecznie dudnienia sie pozbyé, a im
rzadziej dudnienia styszy, tym blizej jest tego celu.

Tak stroi si¢ chociazby organy — do kazdego klawisza przypisane sa liczne
piszczalki, kazda charakteryzujaca sie osobna barwa. Zbidr piszczatek

o tej samej barwie nazywamy glosem organowym. Chcac wigc nastroi¢ jeden
z gloséw, poréwnuje sie go z innym, korygujac wysokosci dzwiekow piszczalek
w podany powyzej sposéb.

Postugujac sie dudnieniem, wykorzystuje sie tez inne wazne zjawisko — alikwoty
(oméwione pokrétce w odcinku w Alj). Jako ze dzwieki znajdujace sie

w interwale kwinty czystej maja wspdlny alikwot (trzeci nizszego dzwieku
pokrywa si¢ z drugim wyzszego), strojenie takiego interwalu polega na
wyeliminowaniu dudnienia spowodowanego réznica pomiedzy ww. alikwotami.
W analogiczny sposéb stroi sie interwaly oktawy czystej i tercji wielkiej, jako
naturalnie wystepujace w szeregu alikwotowym. Dzieki temu zjawisko dudnienia
mozna wykorzystaé do strojenia instrumentéw smyczkowych, fortepianu oraz
alikwotowych gloséw w organach.

Przy strojeniu w systemie réwnomiernie temperowanym taktyka jest troche
inna — celem nie jest calkowite wyeliminowanie dudnienia, ale nadanie

mu odpowiedniej czestotliwoéci. Rozwazmy dzwieki a' = 440 Hz oraz

e? = 659,255 Hz = ( ¥/2)7 - 440 Hz. (O tym, skad wzial sie /2, mozna
przeczytaé¢ w AS;.) Trzeci alikwot dzwigku a® to 621 =440Hz - 3 = 1320 Hz,
natomiast drugi alikwot dZzwicku e? to eg’z = 659,255 Hz - 2 = 1318,51 Hz. Wobec
tego wzmocnienia fali bedg pojawiaé sie co m = 0,67 sekundy. Nalezy
oczywiscie zadbaé¢ dodatkowo o to, by réznica dzwigkéow byta ,w dobra strone”.

Korekte naprezenia struny w gitarze, skrzypcach czy fortepianie bardzo tatwo
sobie wyobrazi¢. W instrumentach detych strojenie (do fortepianu lub orkiestry)
polega na zmianie dlugosci piszczalki, czyli wysunieciu lub wsunieciu ruchomej
czesci, w ktérg sie dmie — w przypadku fletu poprzecznego jest to gltéwka,

a w przypadku oboju czy fagotu — stroik.

Jak jednak stroi sie organy, ktore przeciez tez sa instrumentem detym? Techniki
sa, przerozne. Piszczatka moze mieé na samej gérze z tylu wyciety maly pasek,
ktory mozna odginaé¢ na zewnatrz lub do wewnatrz, co przypomina otwieranie
i zamykanie konserwy. Podobnie, piszczatka moze by¢ przykryta u géry i ten
~daszek” mozna delikatnie odgina¢. Innym sposobem jest poszerzanie lub
zwezanie Srednicy piszczaltki u jej wylotu — do tego celu stosuje sie stozek,
ktory albo naklada sie na piszczaltke jak czapeczke, zwezajac wylot, albo
czubkiem do wewnatrz, by wylot poszerzy¢. Odwiniecie czesci piszczaltki oraz
poszerzenie wylotu skutkuja podwyzszeniem dzwigku, a operacje odwrotne —
jego obnizeniem. W przypadku tzw. gloséw jezykowych, czyli takich, ktérych
dzwiek powstaje wskutek drgan cieniutkiej blaszki znajdujacej sie wewnatrz
piszczalki (tzw. jezyka), strojenie polega na korekcie dlugosci tej blaszki.

Ot i nastrojone. Gdyby jednak co$ poszlo nie tak, albo co$ sie rozstroito

w trakcie gry, niektérzy instrumentalisci — jak na przyklad skrzypkowie —
mogg sobie jeszcze poradzié¢ na biezaco. W przypadku skrzypkéw bedzie to
przyciskanie struny w lekko przesunigtych miejscach.
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