Podobne rozwigzanie jak kontrola bitu
parzystosci stosowane jest przy numerach
rachunkéw bankowych (dwie wiodace
cyfry kontrolne) czy numerach ISBN
ksiazek (ostatnia cyfra).

Richard Hamming opracowal swéj kod
oraz jego uogdlnienia w ramach walki

z plaga bledéw powstajacych przy
wpisywaniu bitéw programéw
komputerowych. Tak, kiedys$ robiono to
recznie.

Kod Hamminga z bitem parzystosci znany
jest tez jako SECDED Single Error
Correction Double Error Detection i jest
powszechnie implementowany

w systemach komputerowych.

Jest subtelna réznica miedzy kodem, czyli
zbiorem ciggoéw, a kodowaniem, czyli
przeksztalcaniem oryginalnej wiadomos$ci
w stowa kodowe. Najczesciej jednak
kodowanie jest naturalne, a kod jest
definiowany jako jego obraz, dlatego nie
bedziemy si¢ nad tym rozwodzié.

Poprawianie, ktére ,rézni si¢ najmniej”,
jest naturalne, ale jego poprawnos$é zalezy
od modelu: tu zakladamy, ze bledy sa

(w odpowiednim sensie) losowe, jednak

w pewnych scenariuszach nalezy
poprawiaé inaczej: np. mozemy wiedzieé,
ze 1 jest zawsze przekazane poprawnie,

a 0 niekoniecznie.

Korekcja Reeda—Solomona jest optymalna:
kod moze poprawiaé¢ najwyzej | (n — k)/2]
bledéw; jest to tzw. ograniczenie
Singletona.

Kody korekcyjne Artur JEZ

Kazdemu zdarza si¢ pomyli¢ podczas pisania na klawiaturze. Nie kazdy ciag
liter jest jednak sensownym stowem i dzieki tej nadmiarowosci zwykle da

sie odtworzy¢ oryginalne stowo. Sytuacja staje sie duzo trudniejsza przy
wszelkiego rodzaju danych przetwarzanych przez komputery: numery kont
bankowych, zawartoéci plikow, transmisja radiowa... W jaki sposéb wykrywaé
i poprawia¢ w nich btedy? Ponizej przedstawimy kody korekcyjne, ktére
dodaja do danych odpowiednig ,nadmiarowos¢” i dzieki temu pozwalaja
wykrywac i poprawiaé¢ bledy.

Skupmy sie na razie na ciaggach bitow. Kazdy zapewne styszal o bicie kontroli
parzystosci (kod parzystosci): ustalamy pewna warto$é k (powiedzmy k = 7) i po
kazdych k bitach dodajemy ich sume modulo 2. Przy odczytywaniu sprawdzamy,
czy suma (modulo 2) kolejnych k 4+ 1 bitéw wynosi 0: jesli nie, to nastapil

blad (i np. prosimy o powtdrzenie). Innym naturalnym sposobem korekcji jest
kod powtoérzeniowy: kazdy bit powtarzamy trzykrotnie i przy odczytywaniu
»glosujemy wiekszosciag”. Mimo uzycia trzykrotnie wiecej znakéw juz dwa bledy
wystarcza, by zle ,poprawi¢” wiadomosé: 010 moze oznaczaé zaréwno 000

z jednym bledem, jak i 111 z dwoma bledami; intuicyjnie nie jest to wiec dobre
rozwiazanie. Innym przyktadem jest kod Hamminga, ktéry pozwala poprawic¢

1 blad: dla bitoéw by, bs, bz, by dopisujemy bity by + by + by, by + b3 + by, by + b3 + 4.
Cierpliwy Czytelnik moze sprawdzi¢, ze kod Hamminga faktycznie pozwala
poprawi¢ jeden btad. Do takiego kodu mozna dodaé¢ bit parzystosci, poprawia on
wtedy dalej jeden blad, ale wykrywa dwa bledy.

PodejdZzmy bardziej systematycznie do konstrukeji kodéw korekcyjnych. Ustalmy
zbiér F symboli, np. F = {0, 1}. Kodem bedzie dla nas pewien zbiér C C F"
ciagdéw n-elementowych, ktore traktujemy jako wektory, nazywamy je tez
stowami kodowymi; zwykle C jest podprzestrzenia liniowa i dlatego |C| = |F|*
dla pewnego k < n. Jest tak np. dla wszystkich rozwazanych poprzednio kodéw.
Przypusémy, ze otrzymaliémy wiadomo$é & = (wq, ..., w,) ¢ C spoza C. Do
jakiego stowa kodowego nalezy ja poprawi¢? Naturalne jest poprawienie w do

¢ € C, ktére ,r6ézni sie najmniej”. Formalnie odleglto$é Hamminga dg (), €) miedzy
w,c € F" to liczba pozycji, na ktérych 0 i € sie réznia; poézniej przyda nam sie, ze
dp spelnia nier6wno$é tréjkata, tj. dy(u, ¥) < dg (@, W) + dg (W, T). Reasumujac,
w poprawiamy do ¢ € C' o minimalnej odleglosci Hamminga od .

Przedstawimy teraz rodzing kodéw korekcyjnych Reeda—Solomona, ktora dla
zadanych k < n pozwala na poprawienie |(n — k)/2] bledéw. Wiadomosé
m = (mg, ..., mp_1) kodujemy jako warto$¢ wielomianu w(z) = Zf;ol m;xt
w punktach 0,1,...,n — 1 (mozna uzy¢ innych punktéw, dla ustalenia uwagi
uzywaé jednak bedziemy 0,1,...,n — 1), to znaczy jako (w(0),...,w(n — 1)).
Odleglo$¢ dwdch réznych stow kodowych to przynajmniej n — k + 1: jesli
W= (wo,...,Wp—1)17= (vo,...,0n—1) sa stowami kodowymi, to @ — ¥ to
ciagg wartosci wielomianu w(x) — v(x) w punktach 0,...,n — 1. Wielomian
w(x) — v(x) jest niezerowy i deg(w(x) — v(x)) < k, ma wiec najwyzej k — 1 miejsc
zerowych. Tak wiec przynajmniej n — k + 1 spoéréd (wg — vg, - . ., Wp—1 — Vp—1) tO
niezerowe liczby, co oznacza, ze dy (W, V) > n — k + 1. Jedli przy przesylaniu
kodu @ € C otrzymamy « przy nie wiecej niz |(n — k)/2| bledach, czyli
dy (W, @) < |(n—k)/2], to faktycznie W jest najblizszym elementem z C dla :
jesli najblizszym bylby v € C| to wtedy nieréwnosci

dy(v,10) < dg(w,d) < |(n—k)/2] i dg(¥,W) < dg (¥, @) + dp (U, W)
daja dy (U, W) < n — k, sprzecznosé.

Jak na razie nie powiedzieliSmy nic o wspotczynnikach wielomianéw. Uzywanie
liczb rzeczywistych jest problematyczne: liczby w kodowaniu wy, . .., w,—1

sa bardzo duze i operowanie na nich jest bardzo kosztowne obliczeniowo.
Zamiast zbioru liczb rzeczywistych uzywane sa wiec ciala skonczone. Cialami
skonczonymi sa na przyklad reszty z dzielenia przez p, gdzie p jest liczba
pierwsza. Ogdlnie zas jest to struktura, w ktérej zdefiniowane sa dodawanie

i mnozenie spelniajace oczekiwane przez nas wlasnoéci, np. a - (b+ ¢) = ab + ac,
mozliwe jest zdefiniowanie dzielenia itd. Mozna pokazac, ze dla kazdej liczby
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Co ciekawe, algorytm Welcha—Berlekampa
jest opatentowany: Lloyd R. Welch and
Elwyn R. Berlekamp. Error correction

of algebraic block codes. US Patent
Number 4,633,470, December 1986.

pierwszej p i dodatniej liczby naturalnej k istnieje ciato o p* elementach. Co
wiecej, rowniez wielomiany o wspélczynnikach z ciata skonczonego maja

wiele wlasnosci wspélnych z wielomianami o wspélczynnikach rzeczywistych,

w szczegolnosci niezerowy wielomian stopnia mniejszego niz £ ma mniej

niz k miejsc zerowych. I to wladnie wielomiandéw o wspoétczynnikach z ciata
skoniczonego uzywa si¢ w kodach Reeda—Solomona. Zwykle uzywamy ciata

o 2™ elementach, gdyz wtedy jeden kodowany element naturalnie odpowiada
ciagowi m bitéw. Zauwazmy, ze musimy zapewnic¢ n < 2™: nie mozemy obliczy¢
wartosci wielomianu w(z) w wigcej niz 2™ réznych punktach; dla ulatwienia
punkty te dalej bedziemy oznaczaé przez 0,...,n — 1.

Wiemy juz, ze uzywajac kodu Reeda—Solomona, mozemy poprawiaé bledy,
jednak na razie znamy jedynie bardzo nieefektywng procedure poprawiania:
przegladamy kolejne mozliwe wiadomosci i sprawdzamy, ktéra najmniej
rézni sie od otrzymanej. Do przejrzenia jest [F¥| wiadomosci, co jest bardzo
kosztowne. Podamy wydajny algorytm dekodowania Welcha—Berlekampa;
nie jest on najszybszy, lecz jest najprostszy w opisie i dowodzie poprawno$ci.

Niech (uq, ..., un—1) bedzie otrzymana wiadomoscia, za$ (wo, ..., Wn—1)
stowem kodowym w odleglosci najwyzej | (n — k)/2]; niech w(z) bedzie takim
wielomianem stopnia mniejszego niz k, ze w(i) = w; dlai=0,...,n— 1.

Zdefiniujmy tez wielomian bledu e(z) jako

e@)=[] (z—i).

s Fw,

Wtedy deg(e) < |(n — k)/2]. Wielomianu tego nie znamy, ale pozwala nam on
yusunaé bledy”: zauwazmy, ze dla ¢ = 0,...,n — 1 zachodzi

(1) uie(i) = w(i)e(i)

Faktycznie: jesli u; # w;, to obie strony réwne sa 0, w przeciwnym przypadku
u; = w(i). Zdefiniujmy wielomian q(z) = w(x)e(x), wtedy deg(q) < [(n + k)/2].
Teraz mamy juz dwa nieznane wielomiany ¢(z), e(x), ktére spelniaja jednak
q(z)/e(z) = w(x). Uzywajac wielomianu ¢(z), mozemy uproscié¢ (1)) do

(2) w;e(i) =q(@) dlai=0,...,n— 1.

Wielomiany ¢(x), e(z) maja |(n+k)/2| oraz |(n — k)/2] + 1 wspélczynnikéw
oraz e(x) ma wspoOlczynnik wiodacy 1. Potraktujmy te n nieznanych
wspolezynnikéw jako zmienne. Wtedy mozna potraktowaé jako uklad

n réwnan na n wspotczynnikéw; otrzymane réwnania sa liniowe, tzn. kazdy

ze wspoOtczynnikéw mnozymy przez ustalona liczbe. Réwnania te sg nad

cialem skoniczonym, ale wiekszos¢ wlasnosci uktadéw réwnan nad liczbami
rzeczywistymi przenosi sie na uklady rownan nad ciatami skonczonymi,

w szczegblnodci mozna je rozwiazaé tak jak uklady rownan nad liczbami
rzeczywistymi, np. przez podstawienia. Uklad ma rozwigzanie: wielomiany
w(x), e(z), g(x) sa dobrze okreslone (choé¢ nam nieznane), moze mie¢ jednak
wiele rozwiazan. Nie szkodzi: pokazemy, ze jesli /(z), ¢’(x) jest innym
rozwiazaniem, to ¢(x)e'(z) = ¢'(x)e(x), i w takim razie q(z)/e(x) = ¢'(z) /€' ().
Zauwazmy, ze z konstrukeji deg(q’) < [(n + k)/2] oraz deg(e’) < |(n —k)/2]

i w takim razie q(z)e’(z), ¢'(z)e(x) maja stopieii najwyzej n — 1 i maja one takie
same wartosci w i =0,...,n —1: q(i)e’ (i) = uze(i)e’ (i) = ¢’ (i)e(7), a wiec sa réwne.
Wystarczy wiec wyliczyé dowolne rozwiazanie ¢'(x), €' (z) ukladu i wtedy

w(z) = ¢'(z)/¢'(2).

Kody Reeda—Solomona znalazly szerokie zastosowanie: na plytach CD i DVD,
w standardzie GSM, w transmisji z sond kosmicznych, w kodach 2D... Nie

sa bez wad: cho¢ poprawiaja | (n — k)/2] bledéw, jednak nie na pojedynczych
bitach, lecz na elementach cialta, ktére reprezentowane sa jako wiele bitéw. Ta
wada staje sie zaleta, gdy powstate bledy pojawiaja sie ,,w serii”, gdyz wtedy
wiele bledéw wplywa na znacznie mniejsza liczbe elementéw ciata. Ponadto ich
gwarancje sa ,pesymistyczne” — poprawiaja kazde wystapienie (n — k)/2 bledéw,
w wielu zastosowaniach bledy zdarzaja si¢ losowo i zwykle mozna poprawié¢ ich
o wiele wiecej. Ale to temat na inny artykul. ..
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