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W intrygujacym przykladzie obok
przedstawione sa wszystkie kolejne
dodatnie liczby naturalne w blokach
dwucyfrowych do 97 wlacznie. Blok
odpowiadajacy liczbie 100 jest za dlugi
i przenosi 1 do bloku 99, ktéry ma teraz
warto$¢ 100, i ten z kolei przenosi 1 na
blok 98, dajac w efekcie 99. Stad po
bloku 97 pojawia si¢ blok 99,

a naste¢pnie 00.

*Tak naprawde funkcja tworzaca jest
definiowana jako szereg formalny. Dla
niektérych x szereg ten jest zbiezny, co
pozwala w tej sytuacji przypisaé sumie
Zn&fo anpz™ warto$é liczbowa. Jednak
w ogdélnosci funkcja tworzaca nie jest
funkcjg, bo dla niektérych argumentéw x
szereg moze nie by¢ zbiezny.

Wyznaczenie zakresu argumentéw z, dla
ktérych suma szeregu istnieje, to
znajdowanie tak zwanego promienia
zbieznosci szeregu potegowego. Jest to
zagadnienie techniczne i nie bedziemy mu
po$wigcaé miejsca w tym artykule.

Ulamki Fibonacciego
Karol GRYSZKA*

Wezmy dobry kalkulator do reki i wykonajmy dzielenie 10000 : 9899. Wynikiem
jest utamek okresowy o okresie 468, ale my ograniczymy sie do kilkudziesieciu
poczatkowych cyfr:

1
% = 1,0102030508132134559046368320032. . .

Jedli nie zauwazyliSmy w powyzszej liczbie niczego niezwyklego, to wyréznijmy
teraz w rozwinigciu dziesiegtnym kilka poczatkowych blokéw dwucyfrowych:
1, 01 02 03 05 08 13 21 34 55 90463683200322. ..

Wyréznione bloki to kolejne liczby Fibonacciego! Zwigkszmy liczbe zer oraz
dziewiatek i wykonajmy dzielenie 1000000 : 998999. Wynik?

1, 001 002 003 005 008 013 021 034 055 089 144 233 377 610 98859958 . ..

Wyréznione bloki to ponownie kolejne liczby Fibonacciego! Podobny schemat
zaobserwujemy, gdy wykonamy dzielenie

102n
a w rozwinieciu wyniku wyréznimy bloki n-cyfrowe. Wiasnosé niezwykla!
W powyzszych dwbéch przykladach reguta ta obowiazuje jednak tylko do
pewnego miejsca. Niestety, bedzie tak dla kazdego utamka, z jakim bedziemy
mieé¢ do czynienia w tym artykule. Jesli tylko liczba (tu Fibonacciego) jest
krotsza niz dlugo$é bloku, to prawie zawsze zostanie odtworzona dokladnie.
Wyjatek moga stanowié ,ostatnie” bloki, to znaczy te najbardziej z prawej
strony. W powyzszym przyktadzie blok cyfr 610 jest liczba Fibonacciego, po
nim chcieliby$Smy zobaczy¢ 987, a potem 1597 — tak si¢ jednak nie dzieje. Jest to
konsekwencja tego, ze 1597 (ktére jest dluzsze niz blok) ,nachodzi” na 987 —
liczba 1597 przenosi 1 do bloku z 987, dajac w efekcie 988. Kolejne bloki sg
jeszcze bardziej chaotyczne.

Czy w podobny sposéb mozna otrzymac inne sekwencje liczb? Spdjrzmy na
kolejny intrygujacy przyktad:

1
%ZO, 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14...96 97 99 00...

W dalszej czesci sprébujemy uzasadnié, skad biora sie powyzsze schematy.
Zaczniemy od definicji funkeji tworzacej ciagu. Jesli (an)nen jest ciagiem liczb
(rzeczywistych), to sume szeregu

oo
ao + a1z + asx® + asz® + ... = E a,z"
n=0

nazywamy funkcjg tworzaca tego ciggu*. Funkcje takie zwykle rozwaza si¢
nie dla dowolnej liczby rzeczywistej x (gdyz nie zawsze powyzsza suma jest
skoniczona), a jedynie dla pewnego zakresu liczb. Oméwimy to na przykladzie.

W trakcie edukacji szkolnej prezentowany (i czesto uzasadniany) jest wzér na
sume ciagu geometrycznego

1
l+q+@P+¢3+... = —.
I—q
»Przechodzac” na zmienna x, mozna to zapisa¢ nastepujaco:
1 o0
H(x) = =l+a+224+22+...= z",
(1) == =l+a+a’+2"+ n;)

czyli H(z) jest funkcja tworzaca ciagu statego a, = 1, gdyz wszystkie
wspoélczynniki w nieskonczonej sumie sa rowne 1. Wiemy ponadto, ze powyzsza
suma jest zbiezna tylko wtedy, gdy |z| < 1 (pamietamy warunek na istnienie
sumy ciagu geometrycznego). Podobne ograniczenia wystepuja dla wielu innych
ciagdw.

Teraz niech dany bedzie dowolny ciag geometryczny

2 3 4
a,aq,aq ,aq ,aq ...
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Zauwazmy, ze kazdy z utamkow TBOO albo
ﬁg odpowiada za blok 3 cyfr i bloki te
sg rozlaczne.

Ustalamy tutaj konwencje Fo = F} =1,
Fn, =F,_1+4+ F,_2dlan> 2.

Naszym zadaniem jest wskazanie funkcji tworzacej tego ciagu.

Twierdzenie 1. Funkcjg tworzgcg ciggu geometrycznego jest

G(x) a4

T1-gqz

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze
a

1—qx

=a(l+qr+@2® + @323 +..) =a+ (aq)x + (ag®)x® + (ag®)z® + ...

Dokonajmy teraz podstawienia x — 1/ do powyzszej funkcji tworzacej.
Otrzymujemy wtedy
2 3
aqg | aq aq
G(1 = —— 4+ =4+ —=+...
(1/x) a+x+x2+x3+
i przyjmujac na przykltad a = 1, ¢ = 3 oraz z = 1000, otrzymujemy
3 9 27 81 243
G(1/1000) =1 ceo=
(1/ ) + 1000 + 10002 + 10003 + 10004 + 1000 +
=1, 003 009 027 081 243 ...,
a wiec bloki trzycyfrowe sg kolejnymi potegami liczby 3. Z drugiej strony
1 1000 103
T = = .
- s 1000-3 103 -3
Na podstawie powyzszego przyktadu mozemy opisa¢ ogdlna postaé utamka, ktory
wtworzy” kolejne potegi liczby N w blokach n-cyfrowych. Taki ulamek ma postac
10
() 10" — N°
Znajdziemy teraz funkcje tworzaca F(x) ciagu Fibonacciego (F,)nen-

G(1/1000) =

Twierdzenie 2. Funkcjg tworzgcq ciggu Fibonacciego jest
1
Flz) = ——.
(z) 1—x2— 22
Dowdd. Zauwazmy, ze
(e ] o0
F(z) = Zan" = 1+x—|—ZFn$" =

n=0 n=2

=14+x+ Z(Fn,]_ + ang)xn =

n=2

=1l4+z+x i F, 2" '+ 22 i F, 22" 2 =

n=2 n=2

=14z+ :c<—1 + Z Fn_lx"1> + z2 Z F,_ox" 2 =
n=1 n=2

=l4+z+az(-1+ F(x)) +2%F(2) = 1+ aF(z) + 2°F(x),
stad otrzymujemy F(z) = —1— O

l—x—x2"
Ponownie stosujemy podstawienie x — 1/x, w ten sposéb mamy

1 2
F(1/$):1_l_%:$2_m_1.

Dla z = 100 otrzymujemy F'(1/100) = 190809090, czyli

1 2 3 5
F(1/100) =14+ — ...=1,01020305...
(1/100) + 100 + 1002 + 1003 + 1004 + ’
Uzasadnilismy efekt widoczny w poczatkowej czeéci artykulu oraz
wyprowadziliSmy wzér, za pomoca ktérego mozna tworzy¢ dluzsze bloki

zawierajace liczby Fibonacciego.

Twierdzenie 2 mozna uogolni¢ na dowolny ciag zadany rekurencja drugiego
rzedu, co zaraz wykazemy. Rozwazmy ciag postaci

Gn = pGn_1+qGn_2, n =2



i dodatkowo zatézmy, ze Gy, G sa dane, p i ¢ sa pewnymi stalymi oraz

Zalozenie o dodatniosci G,, jest czysto Wszystkie Gn Sq liczbami dodatnimi.
techniczne i potrzebne tylko do rozwinigé

utamkéw. Dla samego twierdzenia ponizej Twierdzenie 3. Funkcjg tworzgcq ciggu G,,, opisanego powyzej, jest
nie ma ono zadnego znaczenia.
G(x) o G() + LE(Gl - pGo)
1—px—qz?
Dowdéd twierdzenia 3 przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 2.

Twierdzenie 3 pozwala na znalezienie ciekawych ulamkéw ,kodujacych”
rézne ciggi. Wystarczy bowiem, ze dany ciag mozna zakodowa¢ réwnaniem
rekurencyjnym drugiego rzedu. Jest tak na przyklad dla ciagu arytmetycznego.
Niech a,, = ag + nr bedzie wzorem ogdlnym tego ciagu. Wtedy

Gp+1 = Qo +Nnr +n, Gn+2 = Go +nr + 2n,
a stad wynika, ze ani2 = 2an4+1 — an. Oznacza to, ze funkcja tworzaca ciagu
arytmetycznego jest
ag + z(a1 — 2ag)

1— 2z + 22

Przyjmujac teraz ag = 0 oraz r = 1 i ponownie podstawiajac z — 1/z,
otrzymujemy odpowiednio

A(z) =

Az) =

x T
—_— A(l/z) = —.
Wynika z tego, ze dla x = 100 powinnisSmy otrzymaé¢ ulamek zawierajacy w swoim
rozwinieciu kolejne liczby naturalne. Istotnie tak jest:

100

A(1/100) = 992 = 0,(01 02 03 04 05...96 97 99 00),
Dla @ = 10" otrzymamy a wiec w rozwinieciu widzimy az 97 kolejnych liczb naturalnych.
n 10" . . . an . .
A(1/10™) = o 12’ Rozwazmy jeszcze jeden przykltad. Jesli teraz ap = 3 oraz r = 5, to odpowiadajaca
w ten sposéb mozemy uzyskac¢ wigcej temu funkcj@ tWOTZ@C% jeSt
kolejnych liczb naturalnych. A(I) - 20+ 3
D
Stad biorac ponownie z = 100 i postepujac analogicznie jak poprzednio,
otrzymujemy
30200
A(l/z) = 9801 = 3,08 13 18 23 28 33 38 43 48 53 58...

W ogélnym przypadku, jesli x = 10", to
210" +3-10%"

(10 — 1)2
OkielznaliSmy ciagi geometryczne, arytmetyczne oraz ciag Fibonacciego.
Sprobujmy wyznaczy¢ teraz taka funkcje dla kwadratéw liczb dodatnich, to
jest znalezé

A(l/z) =

K(z)=1+4x+ 92> +162° + ... = anx”.
n=1
Twierdzenie 4. Funkcjg tworzgcg ciggu kwadratow liczb naturalnych jest
z + 22
K(z)= ——.
(z) EE

Dowdd. Skorzystamy tu z wyprowadzonej wczesniej funkcji tworzacej liczby
naturalne oraz funkcji tworzacej ciag staly 1

K(x) = anx" :x—l—xZ(nz—i—Zn—l—l)x" =
n=1 n=1

oo B oo o0
=x+x <Zn2x"+22n:ﬂ"+2m”> =
n=1 n=1 n=1

T 1
= K 2 -1 =
x4+ cK(x) + x(l—x)2+$<1—x )
222 i z?
(1—-2)2 1-—2a

Po przeksztalceniach otrzymujemy K(z) = (ffg; O

8

=z+azK(x)+




Utamek K (1/1000) jest okresowy
o okresie 2 994 003.

Liczby Lucasa: Lo =2, L1 =1,
Lp=Ln-1+ Ln_2.

J J

i Z.adania

Rys. 2

Podstawiamy ponownie x — 1/, czyli otrzymujemy K (1/z) = %
Przewidujemy zatem, ze dla x = 1000 otrzymamy bloki trzycyfrowe zawierajace
kolejne kwadraty. Istotnie
10002 + 1000 10001000
K(1/1000) = (1000 — 1)3 997002999
=0, 001 004 009 016 025 036 049 064 081 100 121
144 169 196 225 256 289 324 361 400 441 484
529 576 625 676 729 784 841 900. ..

zgodnie z przewidywaniami.

Na koniec zachecamy Czytelnika do samodzielnych ¢wiczen.
Zadanie 1. Uzasadni¢ stusznos¢ wzoru @

Zadanie 2. Wyznaczy¢ utamek tworzacy kolejne liczby Lucasa w blokach
pieciocyfrowych.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ utamek tworzacy kolejne liczby trojkatne w blokach
czterocyfrowych.
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Przygotowal Dominik BUREK

M 1663. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba niezachodzacych na siebie figur
w ksztalcie F (rys. 1), ktére mozna wycia¢ z kwadratu 300 x 3007 Figury mozna
obracac¢ i odwracaé¢ na druga strone.

Rozwiazanie na str. 5

M 1664. Na przedtuzeniach bokéw CA i AB tréjkata ABC obrano

punkty F i F' odpowiednio tak, ze AE = BC i BF = AC. Okrag dopisany

do tréjkata ABC, styczny do boku BC), jest styczny do BF w punkcie N.
Punkt M jest érodkiem odcinka E'F. Udowodnij, ze prosta M N jest réwnolegla
do dwusiecznej kata przy wierzchotku A.

Rozwiazanie na str. 10

M 1665. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ i d spelniajacych
rownosé 1 1 1 1

Pl Bl A1 Bl
zachodzi nieréwnosé
1—a n 1-0b n 1—c¢ n 1—-d >0
a2—a+1 b2—-b+1 E2—c+1 d2—d+1~ 7
Rozwiazanie na str. 11

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

2

F 1017. Piramida Cheopsa po wybudowaniu byla ostrostupem o podstawie
kwadratowej o boku a = 230m i wysokosci H = 147 m. Zbudowano ja z blokéw
wapienia. Oszacuj, ile czasu trwaloby dzisiaj jej wznoszenie, gdyby przy jej
budowie bez przerwy pracowaly dzwigi o tacznej mocy P = 500kW. Gestosé
wapienia p &~ 2,7 - 10% kg/m?®, a przyspieszenie ziemskie g ~ 10m/s?.
Wskazéwka: $rodek masy ostrostupa znajduje sie w 1/4 jego wysokosci.
Rozwiazanie na str. 1

F 1018. Samolot o masie M = 10* kg laduje z poczatkowa predkoscia

vo = 200 km/godz. Z powierzchnig lotniska stykaja sie dwa kota, kazde

o érednicy d = 2m i momencie bezwtadnoéci I = 100 kg - m?. Kota moga obracaé
sie bez oporu, a w momencie ladowania nie obracaja sie. W chwili zetknigcia sie
z plyta lotniska kota zaczynaja sie Slizga¢. O ile zmniejszy sie predko$¢ samolotu
do czasu, gdy kota zaczna toczy¢ sie bez poslizgu? Pomijamy opér powietrza.
Rozwigzanie na str. 15
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