Lepszy papier w garsci i zle zatemperowany otéwek
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fTa naturalna i uniwersalna metaprawda

odnosi si¢ niestety tez do mody
krawieckiej.

Rozwigzanie zadania M 1664.
Rozwazmy punkt X bedacy punktem

przecigcia prostej przechodzacej przez E

i réwnoleglej do M N z prosta AB.

Woéwcezas wystarczy udowodnié, ze trojkat

X AEFE jest robwnoramienny.

Oznaczmy przez §2 okrag dopisany

z zadania, a przez N’ i A’ punkty
stycznodci 2 z prostymi, odpowiednio,
AC i AB. Wbéwczas, korzystajac

z twierdzenia o odcinkach stycznych,
dostajemy

(x) 2AN = AN 4+ AN’ =

= AB+ BN + AC + CN' =
=AB+ AC + BA' + CA' =

= AB+ BC + CA.

Poniewaz prosta M N jest linig srodkowa

w tréjkacie EFX, to XF = 2NF.

Ponadto z réwnosci AE = BC, BF = AC

oraz mamy
AX = AF — XF =
= AB+ BF —2NF =
= AB + AC —2NF =
= AB + AC — 2(AB + BF — AN
= AB + AC — 2(AB + AC — AN
= BC = AE,
skad wynika, ze tréojkat X AE jest
I'(’)\’VII()I"{LIUiellIly.

)
)

Mariusz SKALBA*

My, matematycy, ubolewamy czasem nad tym, jak trudno jest dotrzec

z matematycznym przeslaniem do szerszej publicznosci. Zdarza sie, ze

w desperacji poréwnujemy matematyke a to do muzyki, a to do poezji, jakby
to dawalo szanse na wyjscie z niszy. To jednako bledna strategia, gdyz wigkszos¢
poezji koniczy w szufladach, pewna jej czesé jest wydawana (o zgrozo!) wlasnym
sumptem, a tylko znikoma resztéwka jest stusznym przedmiotem naszych
urojen i pretensji. Nie znam réwniez przekonujacych zastosowan matematyki

w praktyce muzycznej, chociaz w Deltach 7-8 (2020) opowiedziano pigknie

i przystepnie o waznym odkryciu starozytnych Grekéw: strgj instrumentu
muzycznego nie moze byé jednoczesnie naturalny i uniwersalny’. Natomiast
wazna dla historii muzyki konstatacja, ze Ludwig van Beethoven skomponowat
dziewieé wspanialych symfonii, nie jest zbyt istotnym zastosowaniem
matematyki. Oczywidcie chetnie odwolam te autoszyderstwa, gdy spodoba

mi sie choé troche szumnie zapowiadana kompozycja Al oparta na szkicach
dziesiatej symfonii Beethovena. Ma by¢ ona waznym elementem obchodéw
250-lecia urodzin tego wielkiego kompozytora, ktory zostat ochrzczony

17 grudnia 1770 roku (zatem z chwila ukazania sie tego tekstu bede zapewne
wiedzial, czy mam powdd do odwolywania czegokolwiek).

Ale teraz o wyzszosci zwyklego papieru nad ulotnym ztotem. Jak powszechnie
wiadomo, liczba ¢ = 1+T\/3 =~ 1,618 zwana zlotg proporcjg ma nastepujaca
wilasnoséé. Jesli krotsza czes¢ odcinka ma dlugoéé k = 1, a dluzsza ma dlugosé
d = ¢, to caly odcinek ma dtugoéé c =k +d =1+ ¢ = ¢?, czyli

e
W otchlaniach Internetu i wszedzie poza nim (jesli sg jeszcze takie miejsca)
znajdziesz, Czytelniku, mnéstwo wywoddéw o walorach estetycznych tej proporcji
i jej rozlicznych zastosowaniach w réznych dziedzinach. YouTube obfituje
w filmiki z ¢ w roli gléwnej, ktérych goraco nie polecam. Nie jest oczywiscie
tak, ze z liczby ¢ nie daje si¢ nic wycisnaé¢ — ostatecznie jest przeciez z dosé
miekkiego kruszcu. Oto jego probka.

Poniewaz ¢? = ¢ + 1, wiec
1 1 1
=14+-=1+ =14+ —itd.
i ¢ 1+ 1+t
1+$
Z elementarnej teorii ulamkoéw tancuchowych wynika zatem, ze ¢ ma mozliwie
najprostsze rozwinigcie na utamek laricuchowy nieskonczony
1
SRR
Z takim ulamkiem lancuchowym zwiazany jest zawsze ciag jego reduktow ¢,
czyli utamkéw urwanych

1 1 3
=1 =1+-=2 =14 —=-,...
¢)0 ) ¢1 + 1 ) ¢2 + 1+% 2’
Latwo wykazaé przez indukcje, ze
Fn 2
Gn = F7+,
n+1

gdzie (F},)%2 4 jest ciagiem Fibonacciego, okreslonym stynna rekurencja

F1 :F2 = 1, Fn+2 == Fn+1 +Fn dlan = 1,2,3,...
Ponadto lim, . ¢, = ¢, i to jest najwazniejsza wlasnosé ciggu reduktow.
Wezmy teraz k = Fy =34, d = Fi19 =55, c =k +d = Fj; = 89 i rozwazmy
prostokat o wymiarach 55 na 89. Jest on praktycznie ztoty, gdyz
89/55 = 1,6(18) & ¢. No cdz, estetyka tego prostokata mnie nie poraza, ale
musze przyznac, ze ma on dos¢ ciekawg wlasnosé: po odcieciu kwadratu
pozostaly prostokat o wymiarach 34 na 55 jest tez praktycznie zloty, a wiec
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Rys. 1

4751 = Wz+14>

4751_‘_14»

Rys. 2

Przy okazji wspomnijmy tutaj, ze wedlug
Hansa von Blilowa zbiér preludiéw i fug
J.S. Bacha Das Wohltemperierte Klavier
jest Starym Testamentem muzyki
europejskiej, a 32 sonaty fortepianowe
Beethovena Nowym Testamentem.

prawie podobny do wyjsciowego. Oczywiscie jesli ktos jest bezkompromisowy
w swoich wymaganiach estetycznych, to nie bedzie tolerowal powyzszych
praktycznie i prawie, ale by¢ moze uzna, ze przedstawiony na rysunku 1
doskonale zloty prostokat (o niewspéimiernych bokach) jest jednoczesna
sublimacja wycinanek towickich i origami — bardzo przepraszam, ale to mnie
tez nie wzrusza!

Zupelnie inaczej jest, gdy mam przed soba pustg kartke papieru formatu A4,
dlugopis w prawej rece i by¢ moze inne jeszcze przedmioty, przydatne w tego
typu klopotliwej sytuacji. Po dtuzszej chwili namystu odktadam diugopis na
bok, a pusta w dalszym ciagu kartke sktadam na pot wzdhuz linii rownoleglej do
krotszego boku. Yudze sie, ze pomystéw wystarczy przynajmniej na wypelnienie
tej mniejszej kartki — ostatecznie przeciez jest ona podobna do wyjsciowej. Oto
uzasadnienie.

Szerokosé¢ Sy i wysokosé Wy arkusza A4 wynosza S4 = 210 mm, W4 = 297 mm.
Wymiary arkusza A5, ktéry odpowiada ztozonej na pét kartce formatu A4, to
S5 = 148 mm, W5 = 210 mm. Obliczamy

% ~ 1,414286 oraz % ~ 1,418919.
S4 55

Zatem arkusze A4 oraz Ab sg praktycznie podobne. W wersji bezkompromisowe;j
stosunek bokow S, W, w arkuszu Az wynosi

W NG

=L =2,
S

natomiast

x

Spq1 = 5 Wer1 =S,y (patrz rys. 2).

Mamy oczywiScie

Wa:+1 _ Sz _ i _ \/5
Sat1 W:c/ 2 \/5
Elegancji tej konstrukeji dodaje fakt, ze format A0 ma zatozona powierzchnie
1 m2. Obliczmy jego wymiary teoretyczne. Mamy réwnania
Wo
0
skad otrzymujemy natychmiast

=2, Wy-Sy=10° mm?

, 103
Wo = v2-10° ~ 1189,2 mm, Sy = ——
0 0 \zyi
Prawdziwe wymiary AO, Wy = 1189 mm, Sy = 841 mm sa wynikiem zastosowania
praktycznej reguty, ze wymiary bokéw w milimetrach musza by¢ catkowite.

~ 840,9 mm.

Ciag formatow papieru Az reguluje miedzynarodowa ustawa normalizacyjna
ISO 216, ale jego tworca jest Georg Christoph Lichtenberg, niemiecki fizyk

i aforysta zyjacy w XVIII wieku. Goethe zabiegal u niego, na prézno,

o uznanie swojej Zur Farbenlehre, a wspomniany na poczatku Beethoven

nie konsultowal z matematykami wiedeniskimi optymalnego rozmiaru dla
swoich partytur. Wymiar ich sztuki nie jest matematyczny, a raczej zupelnie
nieobliczalny: Beethoven zapewne nie skorzystalby z rad i zachet do przycinania
kwadratow lub sktadania nut na pél, chociaz anegdotyczne staly sie jego klétnie
z wydawcami i sponsorami o kazdego guldena.

No céz: nam pozostaje papier i dobrze nastrojony umyst. ..

Rozwigzanie zadania M 1665. Zauwazmy, ze

wobec tego

1—a 1—-0

= =0

a2 —a-+1 3

1—-a 4 1 1 (2a +1)(a —1)2
a3 +1 2

T 3(a+1)(a2—a+1) 7 7

a? —a +l+b27b +1 2—c+1 d>—d +17 3

1—c 1—-d 4( 1 1 1 1 1

4
—4.— ) =—--(2=2)=0.
a3+l+b3+l+cg+l+d3+l 2) 3 ( )
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