Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2021

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakoriczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2019/20

Janusz Olszewski 20 — 43,43
Marek Spychata 2 — 42,98
Tomasz Wietecha 12 — 42,77
Jakub Wegrecki 41,76
Marcin Malogrosz 3 — 41,65
Pawel Burdzy 41,58
Michal Kozlik 35,73
Marcin Kasperski 4 — 32,68
Jerzy Cisto 14 — 30,04
Kacper Morawski 28,79
Barttomiej Pawlik 27,51
Stanistaw Bednarek 2 - 26,17
Piotr Sottan 25,51
Janusz Wojtal 25,24
Szymon Kitowski 23,49
Piotr Kumor 14 — 23,38
Piotr Lipinski 1 - 23,02
Witold Bednarek 8 — 21,90
Radostaw Kujawa 21,78
Jedrzej Biedrzycki 21,60
Mikotaj Pater 1-21,49
Marian Lupiezowiec 121,26
Btazej Zmija 118,04

Pawel Najman 8 - 17,51
Grzegorz Wigczkowski 17,41
Michal Adamaszek 5—-17,33
Fukasz Merta 1-17,31
Marek Prauza 4 — 16,62
Norbert Porwol 15,90
Semen Stobodianiuk 15,83
Adam Woryna 3 — 15,10

Legenda (przykladowo):

stan konta 8 — 21,90 oznacza, ze uczestnik
juz o$miokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (dziewiatej) rundzie ma
21,90 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
14 punktoéw;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2018, 2019
lub 2020.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 815, 816

Redaguje Marcin E. KUCZMA

815. Wyznaczy¢ wszystkie trojki funkeji f, g, h: R — R, spelniajace rownanie
flz+v®) +g@*+y) =h(zy) dla 2,y €R.

816. Liczba naturalna n ma taki dzielnik dodatni d, ze d? — 2 dzieli sie
przez n — 1. Wykazaé, ze n jest podwojonym kwadratem liczby calkowite;j.

Zadanie 816 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 10/2020

Przypominamy tresé zadan:

807. Dane sg liczby A, B > 0; AB < 1. Funkcje f: R - R, g: R — R spelniaja dla wszystkich
z,y € R warunki
[f(@) = fI < A-lz—yl,  lg(z) —g)| < B |z -yl

przy czym f jest réznowartosciowym odwzorowaniem zbioru R na caly zbiér R; ma wiec
funkcje odwrotng h: R - R (f(h(z)) = h(f(z)) = z). Udowodnié, ze funkcja g + h tez jest
réznowarto$ciowym odwzorowaniem zbioru R na caly zbiér R.

808. Znalezé wszystkie pary liczb wymiernych =,y > 1 spelniajacych réwnanie z¥ = zy.

807. Z podanych warunkéw (Lipschitza) wynika ciaglosé funkeji f, g. Funkcja f
jest ciagla bijekcja zbioru R; wiadomo, ze funkcja odwrotna h = f~! wtedy tez
jest ciagla. Przy tym spelnia warunek: |h(z) — h(y)| > L[z — y|.

Mamy wykazaé, ze funkcja g + h jest bijekcja zbioru R. Réznowarto$ciowosé:
zalézmy, ze g(x) + h(x) = g(y) + h(y); woéwczas

1 1 1
—yl> = _ - _ S 0y —
2=yl = 5 l9(z) = 9(y)l = F [hy) = h(2)| > 5 |e —yl,
a to (wobec zalozenia AB < 1) wymusza réwno$¢ x = y.

Roéznowartoséciowa funkcja ciggla g + h musi by¢ $cisle monotoniczna. Pozostaje
uzasadnié, ze odwzorowuje ona zbiér R na caly zbiér R. To zas wynika na
przyktad z szacowania

l9(a) + b)) > [h(x) = h(O)] = lg(z) — g(0)] ~ lg(0) + h(0)] >
> S la— 0] = Bl — 0]~ |g(0) + ()] = C || + D,

ze stalymi C = & — B > 0, D = —|g(0) + h(0)|. Pokazuje ono, ze
lim|;| o0 [g(7) + h(x)| = co. W polaczeniu z ciggloscia i $cista monotonicznodcia
funkeji g + h, uzasadnia to jej bijektywnosé (R — R).

808. Gdy liczby wymierne x,y > 1 speliaja podane réwnanie z¥~! = y,
wowczas zapisujac x oraz y — 1 w postaci utamkoéw nieskracalnych y — 1 = ¢,
x = < dostajemy réwnanie
c*b° = (a + b)°d”.

Poniewaz nwd(c,d) =1 oraz nwd(b, a+b) = 1, implikuje to uklad réwnan
(1) (a+Db) =c* b = de.
Stad — ponownie z uwagi na warunek nwd(a,b) = 1 (tym razem stosowany do
wykladnikéw w réwnaniach (1)) — wynika, ze
(2)
dla pewnych liczb naturalnych m, n. Teraz szacowanie a = m® — b =m® —n® >
> (n+ 1)* —n® > 2% — 1 pokazuje, ze a = 1. Ze zwiazkéw (2) dostajemy: b = n,
m=n+1,c=(n+1)" d=n", wiec ostatecznie

c (n +1 ) n a+b n+1

r=— = s = = .

d n 4 b n
Na odwrét, tatwo sprawdzié, ze kazda para (x,y) postaci ((”Tﬂ)n, ”TH), n €N,
spelnia wyjsciowe rownanie.

oraz

a+b=m® c=m’ oraz b=n% d=nb
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatlecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (14), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (20),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (12), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (5), P. Kubit (7),

J. Cisto (14), W. Bednarek (8),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),
A. Dzedzej, M. Miodek, M. Matogrosz,
K. Kaminski, J. Fiett

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).
Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, Z. Galias,

L. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,

P. Jedrzejewicz, G. Karpowicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
A. Kurach, J. Lazuka, J. Matopolski,
J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Patkowski, K. Piéro, F. S. Sikorski,
J. Siwy, R. Stowik, S. Solecki,

M. Spychata, T. Warszawski,

G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jadniewski, A. Jozwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matle¢ga, K. Matuszewski, R. Mazurek,
L. Merta, H. Mikotajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewski,

M. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
M. Pater, R. Pikuta, B. Piotrowska,

W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, A. Smolczyk,
P. Sobczak, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymczyk, W. Tobis, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac,
7. Zaus, K. Zawistawski, B. Zmija,

P. Zmijewski.

Wobec jednorodnosci mozna przyjaé, ze s = 1 (wigc

% <cec< %), pozostaje pokazac, ze

(2)

9 36

Zadanie 790. [AABC ostrokatny; D, E ¢ AABC;

w(c): =c(l—¢)+ %(1 —¢)%(1 —6c) = é .

Te wlasno$é (wielomianu jednej zmiennej!) mozna
uzasadnia¢ ré6znymi sposobami. Autor omawianej pracy
uzyt rachunku pochodnych — nie ustrzegajac si¢ w tym
usterki; ona jednak wydaje si¢ drobna wobec urody
rozumowania (oszacowanie (1) i sprowadzenie problemu
do zaleznoéci (2)); za$ nieréwnoéé (2) da sie uzasadnié
kréciutko: w(c) — & = (5 — 6¢)(1 — 3¢)? > 0.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44 M w roku szkolnym 2019/20

Pora na coroczne oméwienie sezonu ligowego. Az dziw, zadne z zadan nie okazalto
sie rzetelnie trudne: wspoétezynnik trudnosci (WT') ani razu nie przekroczyt tréjki;
liczba prawidlowych rozwiazani (LPR) tylko w dwéch zadaniach ponizej 10. Réwniez
bardzo niewiele odnotowujemy rozwiazan uderzajacych oryginalnoscia. Czyli nic
ciekawego? Zupelnie bledne wrazenie: mnéstwo ciekawych komentarzy do zadan. Tu
wiodacym autorytetem jest Piotr Kumor; do kazdego zadania teorioliczbowego
byl w stanie stworzyé saznisty elaborat, omawiajacy samo zagadnienie (,,jest dobrze
znane”) wraz z obszerna otoczka — teoria wokdl zadania, historia, bibliografia. Takze
inni uczestnicy ligi sypali interesujacymi uwagami.

W minionych latach staraliSmy sie wlaczaé podobne komentarze, w formie ekstraktu
redakcyjnego, do drukowanego tekstu omowienia. Tym razem ich rozmiar nie dat
temu szans. Za to szansa okazal si¢ rownolegly numer Delty w wersji elektronicznej;
tam pojemno$¢ (nieograniczona) pozwolita zamie$ci¢ wybrane prace, wraz
z nadbudowa erudycyjna, w catoéci lub z nieznacznymi skrétami. Czytelnikéw
zapraszamy do ich lektury; mozna si¢ naprawde wiele ciekawego dowiedziec.

* ok %
Zadanie 786. [Istnieje nieskoriczenie wiele czwérek (a, b, c,d) € N*: ab— 1,
bc—1,ac—1,bd — 1, cd — 1 to kwadraty] (WT=1,22; LPR=19). Niefortunnie
sformutowane bylo to zadanie; lepiej byloby pyta¢ o nieskonczony ciag roztgcznych
takich czwérek — bo w obecnej wersji wystarczyto ustali¢ jedng lub dwie zmienne
(np. b =1, ¢ = 2) i tylko zonglowaé pozostalymi trzema lub dwiema. Wszelako i ta
ambitniejsza wersja zostala z powodzeniem zaatakowana przez wielu rozwiazujacych.
Liczne interesujace uwagi przedstawil P. Kumor (— wydanie elektroniczne); na
przyklad, ze nie wiadomo, czy istnieje cho¢ jedna taka czworka, by réwniez liczba
ad — 1 byta kwadratem. ..

Zadanie 787. [M C Z; 0 < |M|=n < oo = I(x1,...,x,)(permutacja zbioru M)
Vi, g, k: (i <j<k = x+x #2z;)) (WT=2,26; LPR=11). Nietrudne;
rozwigzania na ogét podobne do firmowego. Takze i w tym zadaniu P. Kumor
wskazal ciekawe uogdlnienia; na przyktad, ze w tresci zadania nie jest istotne, by
zbiér M skladal si¢ z liczb catkowitych — moze to by¢ dowolny skoriczony podzbior
dowolnej przestrzeni liniowej nad Q; i mnéstwo innych komentarzy (wiec znéw:

— wydanie elektroniczne).

Zadanie 788. [Va, b, c (boki/\): chkl(aZb + ab?) — 3abe > t() a)g; max t =7]
(WT=1,82; LPR=13). Wynik: maxt = 1/9; r6wno$¢ przy a = b = ¢; nalezalo
wiec pokazaé, ze F(a,b,c) > é(z a)g, gdzie F'(a,b,c) oznacza wyrazenie po
lewej stronie. Prawie wszyscy (a takze rozwiazanie firmowe) uzywali nieréwnosci
Schura lub/i innej madrej wiedzy. Totez zadziwia prostota metoda, jaka
zastosowal Karol Matuszewski: niech s = a + b+ ¢ oraz (b.s.0.) ¢ > s/6; skoro
ab < 3(a+b)? = (s — ¢)?, zatem (po prostym przeksztalceniu)

(1) F(a,b,c) = sc(s — ¢) + ab(s — 6¢) > sc(s — ¢) + (s — ¢)*(s — 6¢).

ze gdy na bokach AB, AC, BC zostang zbudowane
kwadraty o §rodkach (odpowiednio) D, E, F, wéwczas
proste AF, BE, C'D zawieraja wysokosci trojkata DEF;
zatem punkt P to jego ortocentrum. Podawano dowody
tego twierdzenia (zreszta niezbyt trudne) lub (J. Fiett)

odsytacz do ksiazki: Coxeter, Greitzer, Geometry Revisited,
1967 (Th. 4.81).

Bylo tez, jak zwykle w geometrii, kilka rozwigzan

analitycznych (w prostokatnym ukladzie wspétrzednych),
bardzo rézniacych sie uroda i prostotg; rozmiary: od pét
strony banalnych réwnosci (J. Cisto) do czterech bitych

|AD| = |BD|, |AE| = |CE|; AD L BD, AE 1 CE;
CDNBE ={P}; M,N —érodki BC,DE =

MN 1 DE 1 AP] (WT=2,68; LPR=12). Dziwi taki
stosunkowo wysoki wspélczynnik trudnosci przy tak —
zdawaloby sie¢ — prostym zadaniu. Kilka oséb zwrdécito
uwage, ze druga (nieco trudniejsza) czesé tezy (DE L AP)
to bezposrednia konsekwencja faktu (dosé znanego),
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stron zaiste zmudnych rachunkdéw.

Zadanie 796. [m >n>1;m=2;l,ne N =

(Ba,yeN: 2™ +y™ = (z+y)") & (m—n)|(n—1))]
(WT=2,34; LPR=12). Zalozenie parzystosci m (oraz
uporzadkowanie: m > n) mialo jedynie na celu zapewnienie
poziomu elementarnosci, do jakiego stara sie dostosowywaé



nasza liga. Wszelako dla naszych etatowych erudytéw
obecnosé takiego sztucznego zatozenia stala sie oczywistym
wyzwaniem. Piotr Kumor znalazt — uzywajac twierdzenia
Zsigmondy’ego (por. A)) — rozwiazanie réwnania

™ +y™ = (x4 y)" w czworkach liczb naturalnych
(m,n,z,y). Janusz Olszewski — tak samo, przy czym
pokazal réwniez inng metode, nie odwotujaca sie do

tw. Zsigmondy’ego; poszedl ponadto jeszcze krok dalej

i podat pelne rozwiazanie réwnania w liczbach m,n € Z
oraz x,y € N. Oto wynik: dobre sa czwérki

(1,1,z,y) (z,y € Ndowolne); (3,2,2,1); (3,2,1,2);
(m,n,2% 2% (k,m,ne€Z, k>0, n—1=k(m—n));

i tylko takie. Po szczegdly — ponownie odsytamy do wersji
elektroniczne;j.

Zadanie 797. [max A =7 gdy VAABC': dist(C, AB) = h;
M, N —érodki AC, BC; P € AB; okrag (NBP) styczny

do BM = |AP| > Ah] (WT=2,57; LPR=10). Wynik:

max A = v/2 uzyskali wszyscy rozwiazujacy. Ale tylko trzej:
M. Adamaszek, M. Malogrosz, J. Olszewski zrobili to
zadanie , geometrycznie” (jak firméwka); pozostali — mocno
rachunkowo (na ogét zmudnie i nie zawsze bez zastrzezen).

(wierszn) = (2n+1 liczb > 0); kazdy element to suma
trzech liczb nad nim (\(, |, ’) = (a) w kazdym wierszu
o numerze n > 2 jest liczba parzysta; (b) w ktérych
wierszach sa dokladnie trzy liczby nieparzyste?] (WT=2,11;
LPR=11). Bierzemy wszystkie wyrazy (mod 2); powstaje
tréjkatny diagram zero-jedynkowy, jak na ilustracji ponizej
(skopiowany z pracy, ktéra przystal Janusz Fiett; bardzo
podobne przystali J. Olszewski i A. Kurach). Diagram
przypomina ,tréjkat Pascala (mod 2)” i okazuje sig¢ jesli nie
rownie stawny, to niewiele mniej. Ponownie Piotr Kumor
udzielit wyczerpujacej lekcji; jego praca (— elektroniczne
wydanie numeru) zawiera mnéstwo ciekawych informacji.

Kilku uczestnikéw wskazalo bardzo proste uzasadnienie
tezy (a): wystarczy kontrolowaé¢ (mod 2) cztery poczatkowe
wyrazy n-tego wiersza; dla n = 2,3,4,5,6 mamy (kolejno)
bloki: 1010, 1101, 1000, 1110, 1010, i wpadamy w cykl;
bloki powtarzaja sie z okresem 4; stale jest obecne jakies
Zero.

Teza (b): dokladnie trzy jedynki tylko dla n = 2° — jest
znacznie ciekawsza. Uzyty w rozwigzaniu firmowym jezyk
algebry (wielomiany (1 + z + 22)™) nie jest jedynym
mozliwym, ale jest wygodny. Jezyk ,,czystej kombinatoryki”
tez pozwala zapisa¢ rozumowanie, jednak kosztem sporych
uciazliwosci w opisie (Janusz Olszewski przystal
rozwigzania w obu tych stylach). Analizujac wspomniane
wielomiany bardziej wnikliwie, Mikotlaj Pater wykazal
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(— e-wydanie), ze liczba jedynek w n-tym wierszu
(oznaczona jako b(n)) spelnia zaleznosci rekurencyjne (dla
n=0,1,2..):

b(2n) =b(n); b(4n+1) =3b(n);
to znaczne wzmocnienie tezy (b).

Zadanie 800. [Dane a,b > 0; f(z) = (e!=%/* 4+ e!1=/%) dla
x>0= (3L >0: f(L)=1); usytuowanie L wzgledem
grednich A, G, H liczb a, b?] (WT=2,84; LPR=5 (77)).
Odpowiedz: A > G > L > H. Dobre rozwiazania przystali:
Michal Adamaszek (autor zadania), W. Bednarek,

J. Olszewski, B. Zmija oraz (z niewielky, latwo usuwalna
usterka) P. Soltan; byly ponadto dwie prace z usterkami
nieco bardziej znaczacymi. Jeszcze kilka oséb przystalo
uzasadnienie samej tylko nieréwnoéci G > L, wyraznie
tatwiejszej niz L > H.

b(4n+3) = b(2n+1)+2b(n);

Funkcja f jest Scisle rosnaca, wiec ta ciekawsza teza H < L
sprowadza si¢ do wykazania, ze f(H) < 1. Urzekajaco

prosty dowdd tej ostatniej nieréwnosci przedstawil Witold
Bednarek (przypomnijmy — uczestnik Ligi od momentu jej

narodzin): poniewaz e’ > 1 + ¢, wobec czego e~ ! < l%-t dla

t > —1, zatem biorac kolejno t; = 55 — % oraz to = % — %,
. __ 2ab
dostajemy (dla H = Z¢7)
1 a b 1
H = 7( 17? 17?) - =
fny = 5 (e el ) = 2

()
1.

<4+ o)
So2\14t 14t
Pigknie!

Zadanie 804. [p > 2 liczba pierwsza;

A, ={(a1,...,zp)— permutacja zbioru {0,...,p—1}:
Skxp =7 (mod p)} = |4 =]As] dla0 < r < s<p]
(WT=2,58; LPR=9). Dobre prace: M. Adamaszek,

W. Drozd, A. Kurach, K. Matuszewski, ¥.. Merta,
J. Olszewski, M. Pater, R. Stowik, B. Zmija.
Najciekawsze w tym zadaniu byto to, czego w zadaniu

nie byto. Zbiory Aq,..., A,—1 maja jednakowsa liczbe
elementow; zgoda; a ile wynosi ta liczba? Oznaczmy

te wspdlna wartosé (dla ustalonej liczby pierwszej p)

przez by; jak sie ona poréwnuje z licznoscig zbioru Ay,
ktéra (dla tego samego p) oznaczymy a,? Jasne, ze

ap + (p — 1)b, = p!, wiec poszukiwanie wartosci b, mozna
zastgpic¢ obliczaniem ay; nie jest jednak znany zaden prosty
wzlr, wyrazajacy a, (lub b,) jako funkcje zmiennej p (kilka
wartosci: az = 0, as = 20, a7 = 630, a11 = 3634950; a, < b,
dla p < 7, ale nie dla p = 11,13,17,19).

Michal Adamaszek zwrécil uwage, ze dla kazdej liczby
n € N (niekoniecznie pierwszej) mozna okresli¢ a,, jako
licznoéé zbioru permutacji (z1, ..., z,) reszt (mod n),
spelniajacych warunek > kzj, = 0 (mod n), i ze ciag (an)
to A004204 w OEIS (wartosci numeryczne dla n < 20).

Dla liczby pierwszej p okresla sie macierz Schura

M, = [a™]1<k.1<p, gdzie a jest dowolnym nierzeczywistym
p-tym pierwiastkiem z jednoéci. Liczba Y [T, ™)
(sumowanie po wszystkich permutacjach ) —

tzw. permanent macierzy M), (ozn. perm M,) — jest réwna
ap — by (nietrudne éwiczenie). Numeryczne wyznaczanie
wartosci a, (lub b,) ma wiec zlozonosé obliczeniowa jak
wyznaczanie perm M), — czyli wysoka; wiele ciekawych
informacji mozna znalezé w sieci (Google: permanent of

a matrix; takze ciag A003112 w OEIS).



Klub 44 F

Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po zakoniczeniu
roku szkolnego 2019/20
(po 701 zadaniach)

Michat Kozlik (Gliwice) 4 - 42,82
Tomasz Rudny (Poznan) 41,38
Krzysztof Magiera (Losiéw) 3 - 39,55
Jan Zambrzycki (Bialystok) 2 - 31,61
Ryszard Wozniak (Krakéw) 31,46
Jacek Konieczny (Poznan) 31,13
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 14 — 29,47
Aleksander Surma (Myszkéw) 4 — 27,75
Stawomir Bué¢ (Mystkéw) 25,94
Mateusz Kapusta (Wroctaw) 25,37

Konrad Kapcia (Czestochowa) 1 — 19,60
Piotr Adamczyk (Warszawa) 17,94
Pawel Perkowski (Ozaréw) 3-17,14

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2017-2019 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie

co najmniej 17 punktéw. Liczba przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.

Zadania z fizyki nr 712, 713
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

712. Dhugi, cienki i wiotki dywan o dtugosci [ i masie m lezy na podlodze.
Jeden z koncéw dywanu jest odgiety i ciagniety do tytu ze stala predkoscig v po
czesci dywanu, ktéra nadal lezy na podlodze (rys. 1). Jaka sila dziala na dywan
w kierunku poziomym? Tarcia miedzy cze$ciami dywanu nie uwzgledniamy,
dolna czesé dywanu pozostaje nieruchoma.

713. Ze szczytu gbéry na szerokosci geograficznej pdinocnej o = 30° wystrzelono
pocisk wzdluz potudnika, w kierunku pélnocnego bieguna Ziemi i wprowadzono
go na orbite kotowa wokét Ziemi. Oblicz maksymalng szerokosé geograficzna,
jaka osiagnie wystrzelony pocisk. Dane sg: okres obrotu Ziemi wokol wlasnej
osi T, promien Ziemi R, przyspieszenie grawitacyjne g. Zakladamy, ze Ziemia
jest jednorodna kulg i zaniedbujemy opory powietrza.

Rozwigzania zadai z numeru 10/2020

Przypominamy tresé¢ zadan:

704. Waska monochromatyczna wigzka Swiatla laserowego pada prostopadle na siatke dyfrakcyjna,
ktérej szczeliny ustawione sg pionowo. Jak zmieni si¢ obraz interferencyjny na ekranie, gdy siatke
obrécimy o kat ¢ < 7/2 wokél osi réwnoleglej do szczelin siatki?

705. W jednorodnej kuli o promieniu 2R i gegstosci p znajduje si¢ wspélérodkowa kulista wneka
o promieniu R. Znalezé energi¢ potencjalng punktu materialnego o masie m znajdujacego
sie w wydrazeniu, w odlegtosci R/2 od $rodka wydrazonej kuli. Oddzialywania zewnetrzne
zaniedbujemy.
704. Gdy swiatlo o dlugosci fali A pada prostopadle na siatke o statej d,
polozenie maksiméw interferencyjnych wyznacza kat 6 dany wzorem dsin 6 = kX,
gdzie k = 0,+1,42,... Po obrocie siatki o kat ¢ rownanie to musimy
zmodyfikowaé, przy czym wystarczy rozwazy¢ interferencje na dwoch szczelinach
odlegtych o d (rys. 2). Réznica drég optycznych promieni ugietych pod katem 6
wynosi teraz As = Asy + Asy = dsin ¢ + dsin(0 — ), a warunek na maksima
interferencyjne d(sin ¢ + sin(6 — ¢)) = kA. Widaé, ze po obrdceniu siatki polozenie
zerowego maksimum nie ulegnie zmianie, ale obraz interferencyjny przestanie
byé¢ symetryczny. Przyjmijmy, ze kat ¢ jest dodatni, gdy obracamy siatke
przeciwnie do ruchu wskazdéwek zegara (podobnie dodatni kat 6 odpowiada
promieniowi ugietemu w tym samym kierunku). Wtedy maksymalny kat ugiecia
Omax = 7/2 + ¢, odpowiadajaca mu réznica drég optycznych As = d(1 + sin ¢).
Maksymalna liczba maksiméw na ekranie dla dodatnich 6 jest réwna
ky = [d(1+sing)/A].

Analogicznie 0, = —7/2 4 ¢, maksymalna liczba maksiméw dla ujemnych katéw
ugiecia

k- =]d(1 —sing)/\]| < k4.
705. Zgodnie z prawem Gaussa na cialo umieszczone wewnatrz wydrazenia
sita grawitacji nie dziala. Przesuniecie ciatla miedzy dowolnymi punktami
wewnatrz wydrazenia nie wymaga wiec zadnej pracy i energia potencjalna
wewnatrz wydrazenia jest wszedzie taka sama. Najwygodniej jest obliczy¢ ja
dla srodka wydrazenia. W tym celu skorzystamy z zasady superpozycji i od
energii w $rodku pelnej kuli o promieniu 2R oraz gestosci p odejmiemy energie
w Srodku kuli o rozmiarach wydrazenia i takiej samej gestosci.
Energie potencjalna E,(O) w érodku O jednorodnej kuli o gestosci p
i promieniu R znajdziemy ze wzoru E,(A) — E,(O) = W (A — 0), gdzie A
jest jest punktem na powierzchni kuli, a W, (A — O) praca sily grawitacji przy

przenoszeniu ciata o masie m do érodka kuli o masie M = 47 R3p/3. Poniewaz sita
grawitacji wewnatrz jednorodnej kuli zmienia si¢ liniowo (rys. 3),

W, (A — O) = GMm/(2R) = 2rGmpR? /3.
Uwzgledniajac, ze E,(A) = —GMm/R, otrzymujemy
E,(0) = —21R*pGm.
Szukana energia potencjalna w wydrazonej kuli wynosi
E,:(0) = —21pGm((2R)* — R?) = —67 R*pGm.
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Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44 F w roku szkolnym 2019/20

Wspélezynnik trudnosci zadan w ubieglym roku szkolnym
roztozyl sie dosyé¢ réwnomiernie, dla pieciu zadan byl nizszy
niz 2, dla szesciu przekroczyl wartosé 3.

Wsréd tych trudniejszych warte doktadniejszego
oméwienia wydaje sie zadanie 696 (WT = 3,59). Lekko
rozchodzaca sie wiazka jonéw dodatnich o takich samych
energiach wylatywala z pewnego punktu naladowanego
kondensatora cylindrycznego. Kat rozwarcia wigzki
wynosil a. Zewnetrzna okladka kondensatora natadowana
byla dodatnio. Predkosci jonéw lezaly w plaszczyznie
prostopadtej do osi kondensatora. Jony ze sSrodka wiazki
poruszaly sie po okregu o promieniu rg wspotérodkowym
z okladkami kondensatora. Nalezalo wykazac, ze wiazka
jonéw zogniskuje sie ponownie w pewnym punkcie, znalezé
kat, jaki zatoczy do tego momentu, oraz maksymalng
szeroko$¢ wiazki. W rozwiazaniu ,firmowym” zostalo
wykazane, ze jony poruszaja si¢ w kierunku radialnym
ruchem harmonicznym z jednakowym okresem, maksymalna
szeroko$¢ wiazki byla rowna podwojonej amplitudzie
drgan. Wéréd nadestanych rozwiazan nie bylo catkowicie
poprawnych, a autorzy najbardziej zaawansowanych
korzystali z zasady zachowania energii. Przedstawie wiec
szkic rozwiagzania energetycznego.

Zasada zachowania energii ma postaé
mua /2 = mvZ /2 + bgin (1 + Tmax/T0) ,

gdzie vg jest predkoscia poczatkowa najbardziej
odchylonego jonu, tworzaca kat a/2 ze styczna do okregu
0 promieniu rg, a vy to jego predko$é w punkcie
najbardziej oddalonym od $rodka okregu. Sita dzialajaca
na jon o ladunku g jest réwna F = bq/r, bg = mr%wg,

wo jest predkoscia katowa jonu poruszajacego sie¢ po okregu
0 promieniu rq.

Sita elektryczna jest centralna, wigc spelniona jest zasada
zachowania momentu pedu:

Vmin (T0 + Tmax) = worg cos(a/2).
Podstawiajac otrzymane stad vy, do zasady zachowania
energii, otrzymujemy

r2 cos? (a/2)

sin? (o/2) + cos? (a/2) = 5 T 2In (1 + Tmax/70) -

(TO + Tmax
Dla max < 19 mozemy ograniczy¢ si¢ do pierwszych
wyrazow rozwiniecia logarytmu w szereg Taylora:
In (]- + xmax/TO) = xmax/r() - mr2nax/2r(2)' St%d

(2T0xmax - mfnax)

270 Tmax + 22
sin? (a/2)+cos? (a/2) T2 * max — >
(T()+zmax) TO
Aby otrzymaé wyrazenie z dokladnoscia do wyrazéw
drugiego rzedu, przyblizamy sin? (a/2) = a?/4,
cos? (a/2) = 1 i otrzymujemy

a?/4= menax/rg.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Po pomnozeniu obu stron przez mw?2 widzimy, Ze jest to
rownanie na energie oscylatora harmonicznego w kierunku
radialnym:
mugsin? (a/2)  ka?,,
2 2
gdzie k = 2qb/r2. Maksymalna szeroko$¢ wiazki jonéw jest
réwna d = 2Zmax = roa/v/2.

Najwyzszej mozliwej oceny nie uzyskalo tez zadne

z rozwiazan zadania 683 (WT = 3,5). Jego celem bylo
pokazanie, ze wzgledne zaburzenie wyniku pomiaru napiecia
na elemencie to stosunek oporu woltomierza do oporu
wewnetrznego zrodla nawet wtedy, gdy opdér badanego
elementu jest poréwnywalny, a nawet wiekszy od oporu
woltomierza. Nadestane rozwiazania nie zawieraly analizy
zaburzenia wzglednego, a jedynie obliczenia bezwzglednego
zaburzenia pomiaru.

Najwyzszy wspotczynnik trudnosci miato zadanie 688
(WT = 3,77). Klocek lezal na nieruchomej, szorstkiej
tasmie transportera i przymocowany byl do $ciany za
pomoca sprezyny. Po uruchomieniu tasmy ustalaly sie po
pewnym czasie drgania harmoniczne. Nalezalo znalez¢ czas,
po ktorym to nastapito, oraz amplitude ustalonych drgan.
Jedyne w pelni poprawne rozwiazanie z uwzglednieniem
mozliwych przypadkéw przystal Tomasz Wietecha.

Pan Tomasz byl tez autorem jedynego catkowicie
poprawnego rozwigzania zadania 686 (WT = 3,23) na
temat niecentralnego zderzenia niewazkiego preta z kulkami
na koncach z nieruchomym kotkiem.

W zadaniu 698 (WT = 3,19) z elektrostatyki nalezalto
znalez¢ sile oddzialywania miedzy dwiema lezacymi
naprzeciw siebie, réwnomiernie natadowanymi pélsferami
o wspolnym sSrodku i wspélnej plaszcezyZnie najwiekszego
przekroju, ale réznych promieniach. Bezblednie
rozwiazal to zadanie Piotr Adamczyk. Wyrdznil sie
tez Konrad Kapcia, ktory przedstawil prawidtowa
metode postepowania, korzystajac z zasady superpozycji.
Rozwiazanie zawierato drobny btad wynikajacy z nieuwagi,
ktérego skutkiem byt dwukrotnie za maty wynik. Inne
rozwigzania zawieraly préby catkowania wkladéw od
elementow sfer, niestety zakonczone niepowodzeniem.

Jedyne ocenione maksymalnie rozwiazanie zadania 694
(WT = 3,19) dotyczacego ruchu statku napedzanego
y,miotaczem wody” przestal Pawel Perkowski.

Dwanascie z tegorocznych rozwiazan Tomasza Wietechy
uzyskato maksymalna ocene, trzy z nich byly jedynymi
poprawnymi z nadestanych. Drugie miejsce w tej
konkurencji zajal Pawel Perkowski, ktéry przedstawit
dziesie¢ rozwiazan bez usterek. Jan Zambrzycki zdobyt
siedem ocen maksymalnych, a Piotr Adamczyk szesc.

Pawel Perkowski po raz trzeci przekroczyl w tym roku
bariere 44 punktow.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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