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Geometria analityczna
Barttomiej BZDEGA

Geometria analityczna jest narzedziem, dzieki ktéremu problem geometryczny
mozemy sprowadzi¢ do algebraicznego. W tym celu konfiguracje geometryczna
z zadania umieszczamy w ukladzie wspélrzednych, a zaleznosci geometryczne
miedzy jej poszczegdlnymi elementami zapisujemy za pomoca odpowiednich
rownan.

W calym artykule bedziemy stosowaé konwencje: punkt A ma wspolrzedne
(xa,ya), punkt B — (zp,yp) i tak dalej.

Rozwiazania analityczne zazwyczaj sa znacznie dluzsze od tak zwanych

syntetycznych — wynika to z ich rachunkowego charakteru, bo wpadniecie

na blyskotliwy pomyst zastepujemy tu ciezka praca. Sa jednak w tredciach

niektorych zadan pewne poszlaki, dzieki ktorym mozna przewidzieé, ze ich

rozwiazania analityczne beda sensownej dlugoéci. Niektére geometryczne
zaleznosci wyraza sie¢ bowiem za pomocg wspéirzednych wzglednie tatwo.

Wymienimy kilka:

« Srodek odcinka AB ma wspélrzedne (Zatte vatus) a grodek cigzkodci
trojkata ABC: (Latiptec yatypdye)

e |AB|?> = (z4 — 2B)? + (ya — yB)? — zadania o kwadratach dtugosci odcinkéw
beda sie zdecydowanie lepiej rozwigzywaé analitycznie niz zadania o samych
dtugosciach.

e Proste o réwnaniach Ajx + By + C1 =01 Asx + Boy + Co = 0 sa odpowiednio
prostopadle do (niezerowych!) wektordéw [Ay, By] i [Aa, Ba]. Wektory te
(a wiec i proste) sa prostopadle, gdy Ay Ay + By Bs = 0, a réwnolegle, gdy
A1B2 = A2B1.

Bardzo wazna rzecza jest wybor odpowiedniego ukltadu wspoélrzednych. Zdrowy

rozsadek nakazuje, by jak najwiecej punktéw wystepujacych w zadaniu

umiesci¢ na osiach uktadu, gdyz z powodu ich zerowych wspélrzednych znacznie
uproszcza sie rachunki. Sa jednak od tej reguly wyjatki (zadania 1 i 5), poniewaz
postepujac w ten sposdb, zaburzamy algebraiczna symetrie, a tym samym
mozemy straci¢ na pogladowosci.

Zadania

1. Dany jest tréjkat ABC oraz takie punkty D, E, F', ze punkt C jest
srodkiem odcinka BD, punkt A jest srodkiem odcinka C'E oraz punkt B
jest srodkiem odcinka AF. Udowodnié¢, ze Srodki cigzkosci tréjkatow ABC
i DEF pokrywaja sie.

2. Prosta ¢ przechodzi przez $rodek ciezkosci trojkata ABC oraz przecina
odcinki AC i BC. Wykazaé, ze odlegto$¢ punktu C od prostej £ jest réwna
sumie odlegtosci punktéw A i B od prostej £.

3. Dany jest prostokat ABCD oraz punkt X. Wykaza¢, ze |[AX|? + |CX|* =
= |BX|?> + |DX 2.

4. Wykazaé, ze suma kwadratéow dlugosci przekatnych réwnolegtoboku jest
rowna sumie kwadratéw diugosci wszystkich jego bokow.

5. Dla dowolnego tréjkata ABC wyznaczy¢ taki punkt P, zeby wartosé
wyrazenia |AP|? + |BP|? + |CP|? byla najmniejsza z mozliwych.

6. Tréjkat ABC jest ostrokatny. Dowiesé, ze zbior takich punktow X, ktére
spetniaja réwnosé |AX |2 + |BX|? = |CX|?, jest okregiem.

7. Wrykazaé, ze dla kazdego tréjkata ABC istnieje punkt P, spelniajacy
réwnoéci |[AB|? — |CP|? = |BCJ]? — |AP|?> = |CA]? — |BP|?.

8. Dane sa kwadraty ABCD i APQR (wierzcholki podano w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara). Punkt K jest srodkiem
odcinka DP. Udowodnié, ze AK 1 BR.

9. Na bokach AB i AC tréjkata ABC, na zewnatrz niego, zbudowano

kwadraty ABDE i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami

odcinkéw DG i EF. Udowodnié, ze MN || BC.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym |AB| < |AC|. Dwusieczna

kata BAC' przecina bok BC' w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku BC.

Udowodnié, ze prosta przechodzaca przez srodki okregéw opisanych na

trojkatach ABC i ADM jest réwnolegta do prostej AD.
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