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TDlaczego w ogdle zajmowaé sie czyms
bez sensu? Na przykltad dlatego, ze
czasem ktos§ poda nieprawidlowe
rozwigzanie zadania, ale stwierdzenie
btedu wymaga sporego wysitku.

Dlatego potraktowaliSmy model jako punkt wyjscia i uzupelnialiémy go o sume
dwéch poprawek, wyznaczanych na podstawie dnia tygodnia i liczby testéw.
Przyktadowo, jedli testéw bylo mato, to poprawka wynosila —10%, jesli duzo,
to +10%, a w przeciwnym wypadku +5%. Analogicznie reagowaliémy w drugim
przypadku.

Cho¢ obiecali$my sobie, ze nie bedziemy modyfikowaé¢ modelu ani jego wynikdéw
w trakcie hackathonu, to ze wzgledu na niespodziewane pojawienie sie nowego
ogniska choroby na Slasku wzbogaciliémy zestaw poprawek o dodatkowy
parametr z tym zwigzany, co poprawilo jako$¢ prognoz.

Komentarz kibica

W imieniu Komisji Konkursowej hackathonu, ktérej miatem zaszczyt przewodniczyé,
gratuluje zwycieskim zespotom odwagi zmierzenia sie z obu wyzwaniami:
prognozowaniem tego, co nieprzewidywalne i... pisaniem do Delty. Bardzo bytem
ciekaw ich rozwiazan i, zapewne jak wielu Czytelnikéw rubryki, pod$wiadomie
oczekiwatem, Ze najlepsze przewidywania beda efektem uzycia spektakularnego modelu
matematycznego, by¢ moze wymagajacego nietrywialnej implementacji. Tymczasem
okazalo sie, ze najlepsza prognoza byla najzwyczajniej w swiecie wynikiem dzialania
trzech, réwnolegle dzialajacych, wszechstronnych sieci neuronowych, trenowanych przez
ostatnie 20+ lat: to znaczy mézgdw zwycieskiej tréjki. Pracujacych w szczegdlnym
trybie, ktéry nazywamy na rézne sposoby: przeczuciem, intuicjq, zdrowym rozsgdkiem.

Czy naprawde powinnismy sie temu dziwi¢? Przewidywane zjawisko byto bardzo
skomplikowane, m.in. przez wplyw najrézniejszych zewnetrznych szumoéw: nieznanej

i zmiennej liczby testéw, sprawozdawczosci, nowych ognisk choroby itp. Nie bylo czasu
na dlugotrwate analizy i studia epidemiologiczne; z oczywistych powodéw nie mozna
byto tez zapytaé specjalistow... W takiej sytuacji chyba kazdy mialby silne przeczucie,
ze postawienie na intuicje jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem.

Aby jednak nie nadawaé intuicji znaczenia wigkszego, niz zashuguje, warto zauwazyé, ze
catkowicie odmienna strategia — bezrefleksyjna i nad wyraz leniwa (na ktéra wszakze
nikt sie nie zdecydowal): jutro bedzie tak samo jak dzi$, dawaltaby. .. drugie miejsce

w naszym konkursie.
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Logika implikac
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Na poczatek zajmijmy sie czyms$ zupelnie bez sensuf. Na przyklad zdaniem:

Piotr KRZYZANOWSKI

¢
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(A) Jesdli na Merkurym w tej chwili znajduje sie czlowiek, to na Merkurym
znajdujq sie Slady cztowieka.

To zdanie jednak byliby$Smy gotowi uzna¢ za ,bardziej prawdziwe” niz
wypowiedz:

(B) Jesli na Merkurym w tej chwili znajduje sie czlowiek, to autor tego artykulu
jest Czyngis-chanem.

Tymczasem na gruncie logiki klasycznej zdania te sa réwnie prawdziwe. W logice
tej jesli pierwszy czlon implikacji (np. na Merkurym w tej chwili znajduje sie
czlowiek) jest falszywy albo jedli drugi czlon implikacji (np. autor tego artykulu
jest Czyngis-chanem) jest prawdziwy, to cale zdanie jest prawdziwe.

Wielu uczniéw i studentéw burzy sie, gdy poda im sie taka interpretacje

wynikania. Jednak w systemie nastawionym wylacznie na okreslanie, czy co$ jest
prawda, czy falszem, a takim systemem jest logika klasyczna, wyjscia specjalnie
nie mamy. Gdy uprzemy sig, ze implikacja jest spéjnikiem, jak i czy lub, oraz ze
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Wielkim orgdownikiem pewnej pierwotnej,
apriorycznej intuicji w rozumowaniach
matematycznych na gruncie matematyki
byt stynny L. E. J. Brouwer.

Opisany w tekscie formalizm definiowania
funkcji nazywany jest rachunkiem
lambda.

@

Rozwigzanie zadania F 1016.
Najmniej energii zuzywamy, gdy
maksymalnie wykorzystujemy site
grawitacji podczas poruszania nogami.
Woéwecezas kolejne kroki polegaja na
swobodnym, wahadlowym ruchu nég — na
przemian lewej i prawej, a jeden krok
wykonujemy w czasie potowy okresu
wahadta utworzonego z naszej nogi. Okres
wahadla fizycznego wynosi

[ I
T =2my | —,
mgd

gdzie I jest momentem bezwladnosdci,
m masag nogi, a d odlegloscia jej $rodka
ciezkosci od osi obrotu — w tym
przypadku od stawu biodrowego.
Przyjmijmy, ze noga jest w przyblizeniu
jednorodnym pretem o diugosci [

i masie m. Wowczas [ = mi?/3,a d=1/2.

Otrzymujemy

21

T =214 —
39

i oszacowanie predkosci spaceru:

s 39
v=—4/ .
T 20

Dla podanych wartosci [ = 0,9 m

i s = 0,7 m otrzymujemy v &~ 0,91 m/s~
=~ 3,3 km/godz. Podawana zwykle
»predkosé piechura” réwna okoto

5 km/godz. dotyczy szybkiego marszu
wymagajacego sporego wysitku. Noga nie
jest jednorodnym pretem, bo udo jest
zwykle grubsze od tydki, co zmniejsza
moment bezwtadnoéci I i ,podnosi”
$rodek ciezkodci nogi, czyli zmniejsza d.
Przyblizenie ,ratuje” masa skupiona

w stopie znajdujacej sie na koncu nogi.
Zache¢camy Czytelnikéw Dociekliwych do
wykonania wlasnych pomiaréw

i sprawdzenia poprawnosci przyjetego tu
modelu.

czlony zdania moga by¢ tylko prawdziwe lub falszywe, to pozostaje nam jedynie
przyjaé jak w logice klasycznej: prawda implikuje tylko prawde (bo inaczej by¢
nie moze), ale falsz implikuje cokolwiek (bo gdy doszlidémy do falszu, to jest
nam naprawde wszystko jedno). Taka ,teoria prawdy” jest bardzo eleganckim
systemem matematycznym, ktéry spodobal sie ogromnej liczbie ludzi.

Powyzsze podejscie ignoruje na przyklad fakt, ze moze aktualnie nie by¢
wiadomo, czy dany czlon implikacji jest prawdziwy. Jak zatem moga sobie
poradzié¢ ci niezadowoleni z tego rozwiazania? Czym rézni sie¢ powyzsze zdanie A
od B? Ot6z za zdaniem A kryje si¢ wyrazna intuicja na temat tego, jak z faktu,
ze na Merkurym znajduje sie czltowiek, wydedukowaé, ze znajduja sie tam $lady
czlowieka.

Za zdaniem B nie kryje sie zadna taka podpowiedz, natomiast ewidentna
falszywos¢ drugiego czlonu sugeruje nam po cichu, ze calte to zdanie musi by¢
jako$ ,nieprawidlowe”.

Klopotliwe jednak w tym podejsciu jest to, ze w zasadzie nie wiadomo, czym
jest intuicja. Matematycy na poczatku XX wieku (m.in. A. Heyting, A. Church,
S. Kleene) doszli do przekonania, ze wystarczajaco dobrym przyblizeniem
pojecia intuicji bedzie pojecie funkcji rozumianej jako przepis na przetworzenie
zatozonych argumentéw w wynik. Jak jednak moga wygladaé takie przepisy?
Oznaczmy okreslany przez nas przepis jako M. Oto potrzebne cegielki:

e Musimy mieé¢ do dyspozycji mechanizm wprowadzania do obiegu skladnika,
ktory moze by¢ uzywany przy dalszym pisaniu przepisu na obliczenie
funkcji. Polegajacy na takiej operacji przepis M mozna zapisa¢ w postaci
wyrazenia M = Ax.N, gdzie N jest ta czescia przepisu, w ktérej mozna
uzywad sktadnika z, zwykle w tym kontekscie zwanego argumentem x. Takie
wyrazenie bedziemy nazywaé lambda abstrakcjg x w N.

e Drugi potrzebny mechanizm to uzywanie wprowadzonego do obiegu
argumentu. Nasz przepis M, jesli polega wlasnie na takim uzyciu, mozna
zapisaé jako M = x. Takie wyrazenie bedziemy nazywaé uzyciem zmiennej x.

o Jest jeszcze trzeci mechanizm — to mechanizm zastosowania, inaczej aplikacji,
funkcji do zadanego argumentu. Jesli nasz przepis M ma na tym polegaé,
to mozemy go zapisaé¢ jako M = M M,, gdzie M jest wczesniej opisanym
przepisem na funkcje, a My argumentem (ktéry tez moze by¢ funkcja). Takie
wyrazenie bedziemy nazywaé aplikacjg My do Ms.

Mozna sie¢ teraz takimi wyrazeniami pobawi¢ i napisa¢ sobie ,,przepis” Az.x. Ta
prosta definicja okresla funkcje, ktéra dla zadanego argumentu = daje w wyniku
wlasnie ten argument. W ten sposéb zdefiniowaliémy funkcje identycznosciowa f,
taka ze f(x) = z. Inny ciekawy przepis to Az.\y.zy. Whrew pozorom nie jest to
mnozenie! Zgodnie z przyjeta przez nas notacja przepis ten oznacza, ze funkcje,
ktora jest podana jako pierwszy argument, zastosujemy do drugiego argumentu.
Tutaj mozemy pojs$¢ za ciosem i podaé caly ciag podobnych przepiséw:

Az dy.xy, Az dy.x(zy), Izdyx(z(zy)),...

gdzie argument = jest powtarzany w kolejnych wyrazeniach coraz wieksza liczbe
razy. I tu mamy niespodzianke, bo tym sposobem zbudowaliémy w naszym
jezyku odpowiedniki liczb naturalnych. Majac do dyspozycji ,,przepisoliczby”

n i m, mozemy je doda¢ za pomoca nastepujacego przepisu na dodawanie:

An A dm Az Ay (nz)((mx)y)

(zaznaczmy jeszcze, ze n i m to przepisy, a nx i mzx to aplikacje tych przepiséw
do argumentu ).

Rozszyfrowanie, ze powyzsze wyrazenie reprezentuje dodawanie, jest niezla
tamigléwka. Jednak wszystko stanie sie duzo jasniejsze, jesli spostrzezemy, ze dla
wyrazenia (Az.M)N, polegajacego na uzyciu przepisu Az.M do argumentu N,
ostateczny wynik jest taki sam jak dla wyrazenia, w ktérym w przepisie M

na kazde wystapienie argumentu z wstawimy faktyczna tres¢ N. Prosze
popatrzeé¢ (w kazdym wierszu podkredliliSmy argumenty, ktére biora udzial
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Czytelnikowi Ambitnemu zalecamy
zastanowic sie, jak powinien wygladaé
przepis na mnozenie.

Przedstawiony w artykule system logiczny
nazywany jest minimalng logikaq
implikacyjng. Co ciekawe, stwierdzanie,
czy zdanie jest tautologia tego systemu,
jest obliczeniowo trudniejsze niz dla
klasycznej logiki zdaniowej.

Rozwigzanie zadania M 1661.
Mozemy rozmiesci¢ 27 pieskéw tak, jak
wskazano na rysunku, i wéwczas zaden
nie bedzie szczekal. Pokazemy, ze jest to
najwigksza mozliwa liczba.

A .11
.31, .31,
.31, .31,

% .31
.31 L 3L
3L 3L

Zauwazmy, ze w prostokacie 1 X 5 pieski
moga by¢ umieszczone albo na dwéch
skrajnych polach, albo moga sta¢ obok
siebie. W szczegdélnosci mozna w nim
umiesci¢ nie wigcej niz dwa pieski.
Ponadto tatwo zauwazy¢, ze w dowolnym
kwadracie 3 X 3, ktérego pola oznaczono
jak na rysunku, na polach oznaczonych
w ten sam sposob moze staé tylko jeden
piesek. Wobec tego w takim kwadracie

mozna umiesci¢ maksymalnie 5 pieskow.

Dzielac teraz szachownice 8 X 8 w sposéb
pokazany na rysunku (na 11 prostokatéw
1 x 5 i kwadrat 3 x 3), widzimy, ze
»cichych” pieskéw moze byé maksymalnie
54112 =27.

w przeksztalceniu):
((Andm Az y.(nz)((ma)y)) (A’ y' .2’ (2'y'))) (A" Ay" 2" (" (2"y"))) —
= Az Ay (A" Ay (2'y"))z) - (A" Ay".a” (2" (2"y")))z)y)) —
—= Az Ay (A x(xy)) (z(x(zy))) —

— Az y.z(z(z(z(zy)))).

Rzeczywiscie 2 dodane w ten sposéb do 3 daje 5. Tutaj wazna uwaga: zeby nam
sie oznaczenia w przepisach nie pomylily, pozmienialiémy nazwy argumentéw
tak, zeby nazwy wprowadzane przez lambda abstrakcje w wyrazeniach, na
ktorych pracujemy, sie nie powtarzaly. W istocie nie ma przeciez znaczenia, czy
wewnatrz przepisu pierwszy argument nazwiemy x czy x’.

Jak takie przepisy mozna powiaza¢ z implikacjami? Mozemy przyjaé, ze

z opisanymi powyzej wyrazeniami wigzemy pewne zdania. Jak to robimy?

Oto6z z argumentami takimi jak x wigzemy zdania, w ktérych uzasadnienia

nie bedziemy wnikali, ktére niejako w nasz Swiat rozwazan weszlty z zewnatrz.
W $wiecie matematyki o tego typu zdaniach méwi sie zalozenia lub aksjomaty.
To pierwszy rodzaj powiazania. Zalézmy teraz, ze mamy wyrazenie N,

z ktérym zwigzane jest zdanie D, np. czlowiek zostawia Slady na Merkurym.
Gdy jednoczes$nie w obiegu obecny jest argument x, ktéry zwiazany jest

ze zdaniem C, np. zdaniem na Merkurym w tej chwili znajduje sie czlowiek, to
przepis Ax.N zwiazany bedzie z implikacja C' = D. Opisuje on, jak zdobyte przez
nas do$wiadczenia polaczone ze zdaniem C zwiazanym z x daja Swiadectwo
zdaniu D. Dla naszego przykladowego zdania A stosowny przepis M, ktory
naszych doswiadczen uzywa do wywolania przekonania o prawidlowosci tego
zdania, moglby w szczegdlach wygladac jak ponizej. Dla skrocenia zapisu
przyjmijmy, ze
e C to zdanie:
e D to zdanie:
o E to zdanie:

na Merkurym w tej chwili znajduje sie cztowiek,
cztowiek zostawia slady na Merkurym, za$
na Merkurym znajdujg ste Slady czlowieka.

Zalézmy, ze mamy do dyspozycji doSwiadczenie g, ktérego tresé da sie

opisaé jako implikacja C' = D, oraz doswiadczenie h, ktérego tresé da sie
opisaé jako implikacja D = FE. Sa to szczegdlne przypadki doswiadczen

ujetych w ogdlniejsze prawa: jesli czlowiek znajduje sie w jakims miejscu,

to zostawia tam $lady oraz jesli czlowiek zostawia gdzies slady, to one sie

tam znajdujg. Mozemy teraz z aplikacja gr zwiazaé¢ zdanie D, bo jest ono
wynikiem uzycia do$wiadczenia g do argumentu x zwigzanego juz wczesniej

z zalozeniem C. Podobnie z h(gx) zwiazemy zdanie E, bo jest ono wynikiem
uzycia doswiadczenia h do wyrazenia gx zwiazanego, jak sie¢ przekonalismy,

z zatozeniem D. W tej sytuacji szukanym przez nas przepisem M jest po prostu
Az.h(gx). Podobnego przepisu nie mogliby$my skonstruowaé dla zdania B

z poczatku artykutu, bo nie znamy zadnych doswiadczen, za pomoca ktérych
jak z klockéw mogliby$smy zbudowaé podobne powiazanie obecnosci cztowieka na
Merkurym z faktem, ze autor tego artykulu jest Czyngis-chanem.

Warto jeszcze moze dodaé, ze w tym systemie teoretycznie mozliwe wyrazenie hx
odrzucimy, bo do$wiadczenia h zwiazanego z D = E nie da si¢ zastosowaé¢ do
argumentu x zwigzanego z C. Jak wspomnieliSmy, da si¢ je zastosowaé tylko

do wyrazenia zwigzanego z D. System ten w tym kontekscie nazywany jest
rachunkiem lambda z typami prostymi.

Co ciekawe, tego samego mechanizmu mozna uzy¢ do zarzadzania operowaniem
na wartosciach. Wtedy pojecie zdania zastepujemy pojeciem typu. Przyjrzyjmy
sie naszej reprezentacji liczb naturalnych. Z wyrazeniem Az.(\y.zy) mozemy
zwiazaé, stosujac powyzsze reguly, typ (o = «) = a = o — wystarczy, ze

w podwyrazeniu xy przyjmiemy, iz x jest zwiazane z a« = «, za$ y z a. Wtedy
wyrazenie zy bedzie zwiazane z typem «, zas (A\y.zy) z typem a = «. Dodanie
Az. na poczatku da natomiast nasze wyrazenie \x.(Ay.zy) i bedzie ono zwiazane
z typem (o = a) = a = «. W tym miejscu pozostaje mi zyczy¢ milej zabawy
przy sprawdzaniu, ze zdefiniowana powyzej operacja dodawania ma typ taki,
jakiego sie spodziewamy.

14



	Logika implikacji

