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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2021

Zadania z matematyki nr 813, 814
Redaguje Marcin E. KUCZMA

813. Dany jest wielokat wypukly W (katy < 180°) oraz liczba naturalna m,
mniejsza od liczby jego przekatnych. Niech S bedzie zbiorem wszystkich
punktéw przecieé¢ przekatnych (lezacych wewnatrz W); zakladamy, ze zaden
z tych punktow nie nalezy do trzech przekatnych. Udowodnié, ze w zbiorze S
mozna wyroézni¢ m-elementowy podzbiér M, nie zawierajacy zadnego cyklu.
Przez cykl rozumiemy dowolny cykliczny uklad punktéw (dowolnej dlugosci > 3),
w ktérym kazde sasiednie dwa punkty leza na jednej przekatnej, ale zadne
kolejne trzy nie leza na jednej przekatne;j.
814. W pewnym tréjkacie jeden z katéw ma miare . Dowiesé, ze
@ «a r

2sin 5 (1 sin 2) > ik

gdzie, jak zwykle, r i R to promienie okregdéw wpisanego i opisanego.

Zadanie 814 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

805. Wewnatrz wypuktego n-kata A1 As ..

. A, lezy taki punkt P, ze kazdy 806. Nieskoniczony ciag liczb naturalnych (a, ) jest okreslony

z trojkatéw PA;A; 1 jest rownoramienny (przyjmujemy A, 1 = Ayp). wzorami a; = 2; apy1 = 2°" + 2 dla n > 1. Niech f(z) = z2° — .
Czy stad wynika, ze wielokat ma okrag opisany, ktérego Srodkiem jest Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 liczba f(an41) dzieli si¢
punkt P? przez f(ay).

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
803 (WT =1,44) i 804 (WT = 2,58)
z numeru 6/2020

Andrzej Kurach Ryjewo 47,55
Karol Matuszewski Rawicz 44,69
Janusz Olszewski Warszawa 43,43
Marek Spychata Warszawa 42,98
Tomasz Wietecha  Tarnéw 42,77
Jakub Wegrecki Krakéw 41,76
Marcin Matogrosz ~Warszawa 41,65
Pawel Burdzy Warszawa 41,58

Pan Andrzej Kurach — juz po raz drugi.
A pan Karol Matuszewski wlagnie
wchodzi do matematycznego Klubu 44,
ktéry dzigki niemu liczy (na zakoniczenie
sezonu 2019/20) juz 133 nazwiskal

805. Odpowiedz dla n > 4: nie; dla n = 3: tak.

Banalny kontrprzyklad dla n > 4: umieszczamy punkty P, Ai, Ao, As

w wierzcholkach kwadratu. Zakreslamy okrag o srodku P, przechodzacy przez
punkty A;, Az, i na jego dlugim tuku AsA; wybieramy punkty Ay, ..., A, tak, by
punkt P znalazl si¢ wewnatrz wielokata A; AsAs. .. A,; 6w wielokat ma wlasnosci
wymienione w pierwszym zdaniu zadania, ale nie ma okregu opisanego.

Dowéd dla n = 3: gdyby w tréjkacie A1 As A5 dwa katy sposréd Ay PAs, AsPAg,
A3 PA; byly ostre, ich suma bytaby katem wypuklym i punkt P lezalby na
zewnatrz trojkata A As As. Wobec tego dwa sposrdd tych katéw — np. A1 PAs,
As PAj sa nieostre; podstawami tréjkatéw réwnoramiennych PA1 Ao, PAs Ag
sg wtedy odcinki Ay As, AaAs; ich boczne ramiona PA;, PAy, PAs maja réwne
dtugosci, wiec P jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie Ay AxAs.
806. Pokazemy, ze dla kazdego n > 1:
(1) an | any1  oraz  (an —1) | (any1 —1).
Stad oczywiscie wyniknie, ze a,11(an+1 — 1) dzieli sie¢ przez a,(a, — 1), czyli ze
f(an4+1) dzieli sie przez f(ay).
Dla n = 1 podzielnoéé (1) zachodzi (a1 = 2, az = 6). Ustalmy n > 2 i przyjmijmy
shusznosé zwiazkéw (1) z n zastapionym przez n—1. Oznaczmy: a,—1 = k,
an =1, api1 = m; tak wiec | = 2F 42, m = 2! + 2. Zalozenie indukcyjne méwi,
ze dla pewnych liczb naturalnych ¢, ¢ mamy
(2) l = qk, l—1=tk-1).
Liczby k, I (jak i wszystkie wyrazy ciagu (a,)) sa parzyste, niepodzielne przez 4.
Zatem liczby ¢, t w réwnaniach (2) sa nieparzyste. Wobec tego dla kazdej liczby
naturalnej x:
liczby 29 + 1 oraz a! + 1 sg podzielne przez x + 1.
Przyjmijmy (odpowiednio) x = 2* oraz x = 2¥~!. Dostajemy zwiazki
podzielnosci:
2F 1128 41 oraz 28t 41|20t g
czyli (zgodnie z (2)):
2F 412 4+1 oraz 2P P41 |2t 41
Pierwszy z tych zwigzkéw méwi, ze [ — 1 | m — 1; drugi za$ (po pomnozeniu
obu czlonéw przez 2) — ze I | m. Sa to wlasnie zwiazki (1) dla rozwazanej
liczby n, czyli teza indukcyjna. Zatem zwiazki (1) zachodza dla kazdej liczby
naturalnej n.
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Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 710, 711

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

710. W bocznej $ciance prostopadlo$ciennego naczynia wypelnionego ciecza

L

[

o wspolezynniku zalamania n znajduje sie niewielki otwér o promieniu r.
Z wnetrza naczynia przez $rodek otworu skierowano pozioma wiazke $wiatta.

Do jakiego poziomu nad otworem powinna wyciec ciecz, aby promien $wiatta

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2021

opuscil wyciekajaca struge, ani razu nie ulegajac catkowitemu wewnetrznemu

odbiciu? Zaniedbaé¢ zmiany przekroju poprzecznego strumienia. Wspoltcezynnik

F

zalamania cieczy jest dostatecznie duzy.

711. Na dwoch réownoleglych jednakowych deskach o tacznej masie m lezy

Rys. 1

pelny walec o masie m; (widok z boku przedstawia rys. 1). Na walec nawinieto
niewazki sznurek, ktérego koniec ciggniemy pozioma sita F'. O$ walca jest
prostopadta do desek, a jego $rodek i sita F' znajduja sie w plaszczyznie

pionowej przechodzacej posrodku miedzy deskami. Walec toczy sie po deskach

bez poslizgu, nie ma tarcia miedzy deskami a podtozem. Znalezé przyspieszenie

desek. Zakladamy, ze 0§ walca nie zmienia swego kierunku podczas ruchu.

Przypominamy tresé¢ zadan:

Rozwigzania zadan z numeru 9/2020

702. Ciezka kulke przymocowano do srodka cienkiego preta, a kulke lekka o takim samym promieniu

N N Y

VQ

Rys. 3

przymocowano do jednego z konicéw preta. Uklad zanurzono w niezbyt glebokiej wodzie (rys. 2).
Pret jest pochylony, jego swobodny koniec opiera si¢ o dno, z wody wystaje cz¢é¢ lekkiej kulki, przy
czym stosunek objetosci czesci wynurzonej do objetosci catej kulki wynosi n. Czy w glebokiej wodzie
uktad bedzie ptywal, czy utonie? Nalezy przyjaé, ze masy preta i lekkiej kulki sg zaniedbywalne.

703. Gdy do ciezarka o masie m zawieszonego na sprezystej nici przykladamy site dzialajaca

pionowo w dél, ktorej wartosé roénie stopniowo od zera, ni¢ ulegnie zerwaniu, gdy przylozona sita
osiggnie wartos¢ F'. Jaka stalag minimalng sila nalezy dzialaé¢, aby ni¢ ulegla zerwaniu?

702. Na rysunku 3 przedstawione sa silty dziatajace na uktad w plytkiej wodzie.

Na ciezka kulke dziata sita cigzkosci @ i sita wyporu F'. Sila wyporu dziatajaca
na lekka kulke jest proporcjonalna do objetosci czesci zanurzonej w wodzie

i wynosi F; = F(1 —n). Na swobodny koniec preta dziata skierowana pionowo
sila reakcji R. Z warunku réwnowagi momentéw sit wzgledem srodka ciezkiej
kulki otrzymujemy warunek R = F'(1 — n). Warunek réwnowagi sit dzialajacych
na uklad ma posta¢ Q@ = F + 2F (1 —n) = F(3 — 2n). W glebokiej wodzie
maksymalna warto$é¢ sity wyporu przy catkowitym zanurzeniu obu kulek
wynosi 2F'. Jezeli jest ona wigksza od sily ciezkosci @, to uktad bedzie ptywal
w polozeniu pionowym, a znajdujaca sie wyzej lekka kulka bedzie czeSciowo
wynurzona z wody. Warunek plywania na glebokiej wodzie ma wiec postaé

Q = F(3—2n) < 2F, stad n > 1/2. Oznacza to, ze uklad nie utonie, jesli

w plytkiej wodzie lekka kulka jest wynurzona z wody o wiecej niz polowe swojej

objetosci.
703. Niech zp,,x oznacza wydluzenie nici, gdy ulega
ona rozerwaniu. Podczas powolnego rozciagania sity
dzialajace na cigzarek rownowaza sie, spelnione jest wiec
rownanie kTpyax = F + mg, gdzie k jest wspdlczynnikiem
sprezystosci nici. Oznaczmy przez x; rozciagniecie nici
z ciezarkiem w stanie réwnowagi, przez F; szukana
stala site, ktora spowoduje zerwanie nici, a przez xs
dodatkowe rozciagniecie nici przed zerwaniem. Z zasady
zachowania energii mamy kz?/2 + (mg + Fy)ze =
= k(x1 + 22)?/2. Uwzgledniajac, ze 1 = mg/k,
otrzymujemy: xo = 2F) /k. Poniewaz Tymax = 1 + 22,

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadani z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez pocztg elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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stala sila powodujaca zerwanie nici F; = F/2 jest dwa
razy mniejsza niz maksymalna sila przy powolnym
rozcigganiu.

Ten sam wynik otrzymamy zauwazajac, ze po
przylozeniu sity F} ciezarek az do zerwania nici porusza
sie ruchem harmonicznym, a jego poczatkowa odlegloéé
od nowego polozenia réwnowagi rowna jest amplitudzie
drgani i wynosi A = Fy/k. Zatem dodatkowe rozciagniecie
nici jest réwne xo = 24 = 2F; /k, jak w poprzednim
rozwigzaniu.

wspotczynnik trudnosci danego zadania: WT =4 — 3S5/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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