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SF w tytule nie oznacza Science Fiction, jak mozna by
podejrzewaé. Checemy méwic o zjawiskach niemajacych
charakterystycznej dla siebie skali czy rozmiaru.
Zjawiska te noszg angielska nazwe Scale Free i stad
pochodzi akronim uzyty w tytule. Rozczarowanych
wypada przeprosi¢, ale i zaprosi¢ do dalszej lektury,
ktora bedzie przedziwna mieszanka faktéw z réznych
dziedzin wiedzy, w tym takze spoza nauk potocznie
zwanych $cistymi.

Vilfredo Pareto (1848-1923), wloski arystokrata

i ekonomista, zauwazyl, co i tak bylo widoczne dla
zwyktych ludzi, ze dobrobyt i bogactwo wcale nie sa
réwnomiernie roztozone wsréd obywateli. Obiegowe
powiedzenie méwiace, ze 80% majatku znajduje

sie w rekach zaledwie 20% ludzi, przelozyl on na
nastepujaca formute matematyczna:

(1)
gdzie N oznacza liczbe oséb, ktérych dochédd nie
przekracza x jednostek, natomiast A i m sg pewnymi
stalymi charakterystycznymi dla kraju. Ponadto

w swoim trzytomowym dziele Cours d’économie politique
(1896-1897) Pareto twierdzil, ze prawo to obowiazywalo
zawsze 1 we wszystkich krajach. Badania empiryczne,
prowadzone sporadycznie do dzisiaj, sugeruja, ze tak
jest w rzeczywistosci. Zauwazmy, ze formule (1) mozna
przedstawi¢ w réwnowaznej formie jako

(2) N = Az™,
czyli jako krzywa potegowa. Posta¢ pierwsza,

zwana prawem Pareto, ma jednakze te zalete, ze we
wspolrzednych (log z,log N) przedstawia linie prosta.

log N =log A+ mlogz,

Zmienmy temat. W latach trzydziestych ubieglego
stulecia profesor lingwistyki z uniwersytetu Harvarda,
niejaki George Kingsley Zipf (1902-1950), spostrzegl
inng zaleznosé. Otédz jesli wezmie sie dostatecznie diugi
tekst, np. rocznik gazety codziennej New York Times,
i wypisze z niego wszystkie spotkane tam wyrazy oraz
zliczy, ile razy kazdy z nich wystapit, to z tego da sie
co$ wykombinowaé. Te gigantyczna prace wykonaly
najlepsze osiggalne 6wczesnie bioprocesory, czyli

po prostu studenci Zipfa. Ci z Czytelnikow, ktorzy
znaja jezyk angielski, nie bedg zapewne zdziwieni,

ze absolutnym rekordzista okazalo sie stowko the;
pozostali natomiast przynajmniej rozumieja dlaczego
G.K. Zipf byl uwazany za ekscentryka. Co robimy dalej
z plonem calej tej pracy? Otéz kazdemu stowu nadajemy
range, czyli numer, tym nizszy, im czeéciej dane stowo
wystepuje w badanym tekscie. Jak na zawodach
sportowych: najlepszy zawodnik zajmuje na podium
miejsce z numerem 1, a inni — miejsca z numerami
wyzszymi. Mozemy teraz sporzadzi¢ wykres, a wladciwie
histogram: na osi x odkladamy rangi, natomiast rzedne
to liczba wystapien wszystkich stéw o danej randze.
Zipf zaobserwowal tutaj odwrotna proporcjonalnoéé,
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tj. yn ~ = (yn to liczba sléw o randze n), czyli tak samo,
jak stanowi prawo Pareto w szczegblnym przypadku,
kiedy wyktadnik potegi m = —1.

Oczywiscie wykladnik m wywiedziony ze zgromadzonych
danych zwykle nie bedzie dokladnie réwny —1,

bo przeciez bioprocesory Zipfa musiaty zrobié¢ co
najmniej kilka bledéw. Ale bedzie bliski liczby —1,
cokolwiek stowo bliski oznacza dla profesora lingwistyki.
W pozniejszych latach Zipf wykonal jeszcze ranking
duzych miast amerykanskich (odpowiednio do wielkosci
ich populacji) i, ku swemu zdziwieniu, znowu otrzymatl
z wykresu wyktadnik m bliski —1. Odtad odwrotna
proporcjonalnosé¢ bywa nazywana prawem Zipfa.

Sam autor wolal nazwa¢ odkryte przez siebie prawo
empiryczne zasadqg najmniejszego wysitku. Nazwa ta
prawdopodobnie przyszta mu do glowy dlatego, ze
stowa o najnizszych rangach sa jednoczesnie krotkie
(przyimki i spéjniki), natomiast te z wysoka ranga —
dlugie. Ciekawe, ze podobny wynik uzyskuje si¢

w odniesieniu do calych fraz, np. nazywam sie, co to
takiego i podobnych. Znowu otrzymuje si¢ prawo Zipfa,
a frazy wystepuja tym rzadziej, im sa dluzsze.

Dygresja: ranking jest niezwykle sprytna sztuczka
wymyslona przez statystykéw do obrébki danych
niemajacych dobrych wartosci liczbowych, takich jak np.
kolory czy typy antropologiczne. Obiektom tego rodzaju
trudno przypisaé jakie$ konkretne wartosci liczbowe,

ale mozna nadaé¢ im rangi. Oczywiscie nadawanie rang
nie jest procedura, ktéra mozna wykonaé¢ w jeden,
jedyny sposob — i dlatego zawsze musimy powiedzieé,
jak to zrobilismy. Scidle rzecz biorac, prawo Zipfa,

w odréznieniu od prawa Pareto, dotyczy wladnie rang,

0 czym czesto sie zapomina.

Podobne badania prowadzono wielokrotnie w réznych
krajach. Na przyktad w Japonii sporzadzono ranking
gruntéw wystawionych na sprzedaz w ciggu kilku

lat. Zaréwno ich ceny, jak i wielko$ci powierzchni
spelniatly prawo Zipfa, podobnie jak dochody ludnosci —
prawo Pareto. Zbadano takze rozklad dochodéw firm

w réznych branzach — i stale wychodzito to samo: prawo
Pareto—Zipfa. Zupelnie nieoczekiwanie okazalo sie, ze
na obszarach dawnego ZSRR oraz Chin rankingi miast
wyraznie nie podporzadkowuja sie prawu Zipfa! Wiemy,
ze w tych krajach ruchy migracyjne byly przez wiele lat
regulowane administracyjnie, zaklocajac tym samym
naturalne zjawiska demograficzne. Dla réwnowagi
informujemy, ze w roku 2004 stwierdzono stosowalnosé
prawa Zipfa do zupelnie specyficznego jezyka, jakim
jest zapis nutowy. Wydawacé by sie zatem moglo, ze Zipf
odkryl jakies bardzo ogdlne prawo natury. Tylko jakie?

Hmmm ... Dobre pytanie. Okazalo sie bowiem, ze
tzw. malpi tekst, czyli wynik czysto przypadkowego
klepania w klawiature, takze spelnia prawo Zipfa! Jest
to wynik zupelnie pewny, bo w tym przypadku mozna
wladciwy wyktadnik precyzyjnie obliczy¢, nie tylko
zbadaé empirycznie.

Nauki Sciste nie sa az tak niefrasobliwe pod wzgledem
rachunkow jak Pareto, ktory bez wigkszych problemow



logarytmowatl liry, franki czy dolary. My umiemy
logarytmowacé jedynie liczby. Ranga — to wlasnie zwykla
liczba i zapewne dlatego prawo Zipfa, cho¢ ograniczone
do ustalonej wartosci wyktadnika potegi, zyskalo na
popularnosci jako lepiej osadzone w rzeczywistosci
matematycznej. Te problemy rozwazal matematyk
francuski Benoit Mandelbrot (1924-2010), ten od
fraktali. Postanowit on jakos$ ,wyprowadzi¢” prawo
Zipfa, lub przynajmniej podaé jego najbardziej ogélna
postaé. Chcialoby sie tez, aby prawo — skoro wydaje

sie tak fundamentalne — opisywalo takze wielkosci

o charakterze ciaglym. Wynik Mandelbrota z 1977 roku
to:

3) fr)=AB+r)"",

gdzie f(r) oznacza czesto$é wystepowania obiektéw
(inaczej méwiac: prawdopodobieristwo) o randze r.
Jedli B = 0 oraz dodatkowo s = —m = 1, to wzor ten
opisuje prawo Zipfa. Rezygnacja ze sztywno ustalonej
wartosci wyktadnika s prowadzi nas do prawa Pareto.
Wrciaz jednakze nie opisujemy zmiennych czy wielkosci
mianowanych typu ciagltego. Dla takich przypadkéw
powinnidmy raczej pisac

@ f@)=Aa(B+3)

gdzie A oznaczalaby jaki$ charakterystyczny rozmiar
(,skale”) wielkosci z, a dzieki jej wprowadzeniu
uzyskaliby$my wyrazenie poprawne pod wzgledem
matematycznym — ewentualne jednostki, np. sekundy,
skracaja si¢ i podstawa potegi pozostaje liczba
niemianowana. Na przyklad w problemach zwigzanych
z lotnictwem przyjeto sie wyrazaé przyspieszenia
(przeciazenia) w jednostkach g, cho¢ przyspieszenie
ziemskie g wcale nie jest ,,okragla” liczba. Chcialoby

sie tez, aby wielko$¢ A\ miata jasna interpretacje fizyczna.

I tak bywa: cieplo wlasciwe w okolicy przejscia fazowego
drugiego rodzaju dobrze opisuje si¢ rownaniem , jesli
x oznacza temperature, A jest temperatura przejscia T,
a statla B = —1. Biegli w termodynamice nazywaja stala s
wyktadnikiem krytycznym.

Wreszcie dochodzimy do sedna rzeczy. W zjawiskach,
ktore sa dobrze opisywane potegowym rozktadem
prawdopodobienstwa, czyli f(x) = Az~%, takiej
charakterystycznej skali A nie daje sie wprowadzi¢

w sposob naturalny, w tym samym sensie, w jakim
naturalng miara katéw sa radiany. Jakie$ jednostki
oczywidcie mozna wprowadzié¢, ale gdyby kto$ na
przyktad chcial uzywaé jednostek trzykrotnie wiekszych
niz nasze ulubione, to jego opis réznitby sie od naszego
tylko wartoscia stalej A, natomiast wykladnik s
pozostaltby taki sam. O zjawiskach tego rodzaju méwimy,
ze nie maja one charakterystycznej skali.

Zipf i jego nasladowcy zademonstrowali kilka przyktadéw
zjawisk SF. Czy istnieja takze inne? I czy znajomosé
prawa Pareto—Zipfa—Mandelbrota jest do czegokolwiek
przydatna w codziennej rzeczywistosci?

W ostatnich latach obserwujemy dostownie wybuch
aktywnosci naukowej, ktorej celem jest wykazanie,

ze kolejne zachowanie Przyrody jest typu SF.

W literaturze znajdujemy wiele réznych wykresow, ktore
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pokazuja, ze rozklad potegowy zdarzen jest dobrym
opisem rzeczywistosci w szerokim zakresie, z reguty
obejmujacym kilka rzedéw wielkoSci. Odchytki od linii
prostej (w skali logarytmicznej) najczesciej ttumaczy sie
skonczong wielkoscia probki podlegajacej badaniom.

Przedstawimy teraz niektore z tych badan i ich wyniki.

Pitka nozna, strzelone gole — fizycy brazylijscy
ustalili, ze ranking piltkarzy z narodowych lig czterech
krajow: Wtoch, Wielkiej Brytanii, Hiszpanii i Brazylii
opisuje sie tym samym wykladnikiem, niezaleznie od
kraju pochodzenia pitkarzy (z to liczba goli, y — liczba
pitkarzy, ktérzy w ciagu sezonu strzelili  bramek).
Praca miata w zamierzeniu by¢ spektakularng
prezentacja nowego spojrzenia na termodynamike,

w szczegblnoscei na pojecie entropii, ktére od 1988 roku
niestrudzenie lansuje pomystodawca, Constantino Tsallis.

Internet i komputery — w szczego6lnoscei dostep do
popularnych stron. Ranking wykazuje, ze anglojezyczne
strony Wikipedii sa odwiedzane z wykladnikiem ok. 0,3,
natomiast w jej polskiej wersji — z wykladnikiem

okolo 0,5 (dane z lipca 2003 r.). Obszerne pakiety
programoéw, np. kompletne systemy operacyjne, skladaja
sie z duzej liczby pojedynczych plikéw. Rozktad ich
objetosci (tym razem nie ranking!) jest dobrze opisywany
prawem potegowym.

Popularno$é filméw — zbadano popularnosé
wszystkich filméw wyéwietlanych w USA w latach
1997-2003. Zmierzono ja na trzy sposoby: liczba
tygodni spedzonych przez nie na licie 60 najbardziej
dochodowych projekcji w danym tygodniu, doch6d
przyniesiony w pierwszym tygodniu wyswietlania oraz
taczny czas obecnosci w kinach. Wszystkie te rozklady
prawdopodobienstwa sa stabo skupione, a ich ogony
zanikaja potegowo, z wykladnikiem bliskim 1/2.

Podatki — okazalo si¢, ze ranking cyfr wpisywanych
przez podatnikéw w formularze PIT podlega prawu
Zipfa, przy czym cyfra ,1” ma range 1 (w USA).

Fakt ten wykorzystano do sporzadzenia programu
komputerowego, ktéry typuje ewentualnych oszustow
podatkowych jedynie na podstawie ich wlasnych zeznan.
Podobno robi to skutecznie, ale blizszych szczegbétéw nie
opublikowano.

Trzesienia ziemi — histogram przedstawiajacy logarytm
liczby trzesien ziemi w funkcji ich magnitudy, czyli
logarytmu wyzwolonej energii, wykazuje, ze jest to
zjawisko typu SF. Geolodzy znaja je pod nazwg prawa
Gutenberga—Richtera (w Japonii jako prawo Omori).
Wryktadniki, otrzymywane przez réznych badaczy, réznia
si¢ w zaleznoéci od rejonu, w ktérym rejestruje sie¢
trzesienia.

Zjawiska atmosferyczne — takie jak np. opady
deszczu, zostaly zbadane niezwykle starannie w Bostonie
przez sie¢ czujnikow podlaczona do komputera. Zaréwno
ilo$¢ wody w czasie jednego deszczu (za deszcz uznano
opad trwajacy dluzej niz jedna minute), jak i odstepy
czasu pomiedzy kolejnymi opadami opisuja si¢ prawem



potegowym. To samo dotyczy opadow s$niegu, ale
i monsunéw nad wybrzezem Indii.

Imiona — ranking imion meskich (w USA) ma rozklad
potegowy z wykltadnikiem 0, 9885, natomiast imion
zenskich 0,9918. Jest to najlepszy przyklad prawa Zipfa,
tzn. z wykladnikiem najblizszym jedynki, jaki udalo sie
autorowi wyszpera¢ w Internecie.

Szumy 1/f — tzn. o amplitudach odwrotnie
proporcjonalnych do czestotliwosci f, od dawna byty
intrygujaca zagadka. Obserwuje sie je np. podczas
przeptywu pradu elektrycznego przez elektrolity. Ich
widmo ma w rzeczywistosci ksztalt 1/f* z a = 1, ale
rozcigga sie poprzez kilkanascie dekad czestotliwoéci: od
mikrohercéw do megahercow.

Kursy gieldowe akcji — w ustalonym dniu. To nie
powinno nas zaskakiwaé, bo jesli dochody firm maja
rozklad Pareto, to i ceny ich akcji powinny zachowywaé
sie podobnie.

Zachowanie ludzkiego serca — w roku 2001 wykazano,
ze odstepy pomiedzy okresami malej zmiennosci
aktywnosci serca pacjenta spelniaja prawo Zipfa.
Niestety wykladnik jest specyficzny dla kazdego

z nas oddzielnie i zalezy m.in. od naszego trybu zycia

i nawykéw. Proces chorobowy znaczaco zmienia wartosé
wykladnika. Praktyczne zastosowanie tej informacji
wymagaloby nieustannego monitoringu naszego cennego
organu, na co jednakze nie zanosi sie¢ w najblizszej
przysztosci.

Cytowania prac naukowych — jesli ustalimy sobie
pewien zbior prac naukowych, np. wybranego autora,
a nastepnie przeprowadzimy ich ranking, ale tylko
tych, ktére byly cytowane przynajmniej raz, to znowu
otrzymamy prawo Zipfa—Mandelbrota. Wyktadnik
okazuje sie rozny i zalezy wyraznie od wielko$ci prébki.
Na przyktad cytowalno$é¢ 29 prac M. Gell-Manna daje
sie scharakteryzowaé wykladnikiem 8,892, natomiast
160 prac E. Wittena — wyktadnikiem 2,491. Jeszcze
liczniejszy zbior prac 1120 najczesciej cytowanych
fizykéw wykazal sie wartoscia wykladnika réwna 0,395.

Podsumujmy. Po pierwsze nie kazde zjawisko, ktérego
przejawy maja potegowy rozktad prawdopodobienstwa,
zastuguje na miano zjawiska SF. Kiedy wyktadnik
potegi przekracza 3, to rozktad jest na tyle skupiony,
ze istnieje jego wartos¢ srednia, a wariancja jest
skonczona. Wykladnik o wartosci pomiedzy 2 a 3
zapewnia istnienie jedynie wartosci Sredniej, podczas
gdy wariancja staje si¢ nieograniczona — co oznacza,

ze prognozowanie zgjawisk takiego rodzaju musi

by¢ bardzo niepewne. Warto$¢ érednia (przecietna)
mozemy wéwczas mimo wszystko uznaé za naturalng
jednostke czy skale danego zjawiska. Wobec tego na
nazwe zjawisk SF zastuguja te charakteryzujace sie
wykladnikiem mniejszym od dwdéjki, ale wigkszym od
jedynki — przynajmniej gdy opisujemy je jako rozklady
prawdopodobienstwa, ktoérych ,ogony” musza by¢
catkowalne (zeby calkowita energia szuméw 1/f° byla
skoriczona). Ograniczenie s > 1 nie dotyczy oczywiscie
sytuacji, kiedy zamiast wielkosci fizycznych uzywamy
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rang, albo badany rozktad prawdopodobienstwa

jest rézny od zera jedynie na skonczonym odcinku.

W szczegdlnosci rozklad rownomierny mozna utozsamic
z rozkladem potegowym z wykladnikiem s = 0. Pozostaje
jednak problem dla s € (0,2) w okolicy bliskich zera
amplitud badanych zjawisk. Model Mandelbrota, dobry
dla obiektow matematycznych zwanych fraktalami,
musi sie zalamac przy opisie rzeczywistodci fizycznej.
Fraktale to obiekty geometryczne, ktorych fragmenty
po powiekszeniu wygladaja tak samo jak oryginal (by¢
moze obrécony). Proste przyklady to: linia prosta,
zbior Cantora czy dywan Sierpinskiego. Tymczasem
ykazdy widzi”, ze powiekszania materialnego dywanu
Sierpinskiego nie da sie prowadzi¢ dowolnie dlugo. Taki
proces musi sie zakonczy¢, kiedy zaczng byé widoczne
pojedyncze czasteczki chemiczne. Zartobliwie mozna,
powiedzieé, ze Przyroda radzi sobie z matematycznymi
nieskonczonosciami na dwa sposoby: od gory — dzigki
skoniczonej predkosci $wiatta i od dotu — poprzez zasade
nieoznaczonosci Heisenberga. Bardziej prozaicznie:
wielko$¢ dziurek na rysunku 1 jest ograniczona do
rozmiaréw kromki, z ktérej one pochodza. Natomiast
nature gérnego ograniczenia nosnika rozkladu

z rysunku 2 wypada pozostawi¢ Czytelnikowi.

T T T

strucla turecka (x 2)

01 F

0,01

0,001 L s .
10 100 1000

powierzchnia dziurek [mm?]

10000

Rys. 1. Rozklad pdl dziurek w wyrobach piekarniczych;

mm? sg umowne, bo powierzchnie dziurek byly mierzone na mocno
powiekszonych zdjeciach. Dla lepszej czytelnosci obydwa rozktady
zostaly przeskalowane. Wyktadniki to: —1,317 (strucla turecka) oraz
—0,963 (chleb korzenny)
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Rys. 2. Prawdopodobieristwo pozostania jurorem/recenzentem
w kolejnych edycjach pewnego corocznego konkursu. Widaé, ze
po szesciu latach w skladzie jury pozostaje mniej niz 20% jego
oryginalnych czlonkéw. Wykladniki dla obu gatezi to —0,836 i —3,925
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