Patrz odpowiedni przypis na wczesniejszej
stronie: Euler si¢ zdarza raz na ludzko$¢!

m Zadania

{1,2,3,...,n}, i wylosowanie kazdej liczby jest jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo P, rozwazanego zdarzenia wynosi doktadnie

P, = M i oczywiscie lim P, = i
n n—oo m
Nalezy wiec uznaé (mozna to latwo sformalizowad), iz prawdopodobieristwo
zdarzenia FE,,, ze dwie niezaleznie wylosowane liczby catkowite a, b sa obie
podzielne przez m, wynosi 1/m?. Prawdopodobiefistwo zdarzenia przeciwnego

E! wynosi zatem 1 — 1/m?. Niech teraz

p1=2, pp=3, p3=5, pa=T,
bedzie ciagiem rosnacym wszystkich liczb pierwszych. Zauwazmy, ze a i b sa
wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy nie sa podzielne réwnoczesnie
przez zadna liczbe pierwsza py, czyli gdy zajdzie zdarzenie (), E;,k. Przyda sie
teraz obserwacja, ze jesli NWD(mq,mz) = 1, to zdarzenia E,,, oraz E,,, sa
niezalezne — wynika to stad, ze liczba catkowita dzieli si¢ jednoczesnie przez
my oraz ma, gdy dzieli sie przez myms oraz ze wzoru 1/(myims) = 1/my - 1/ma.
Uogolniajac t¢ obserwacje, widzimy, ze zaréwno (E,, ), jak i (£}, ) sa ciagami
zdarzen niezaleznych. W szczegdlnosci zachodzi

P(NWD(a,b) = 1) = ]P’(ﬂ E;k> =[[eE,) = H(l - 12)
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Juz Leonhard Euler zauwazyl, ze dla s € R, s > 1 mamy
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Formalnie ta tozsamos$é wynika ze wzoru na sume ciggu geometrycznego
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i twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie kazdej liczby naturalnej na iloczyn

poteg liczb pierwszych. Wyzej wystepujace szeregi i iloczyny nieskonczone sa

rzeczywiscie zbiezne, ale méwi sie, ze Euler specjalnie tym sie nie przejmowal.

Geniusz Eulera przejawil si¢ jednak szczegdélnie wtedy, gdy obwiescil Swiatu, ze
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i przedstawil wyprowadzenie tego wyniku. Jak na dzisiejsze standardy Scistosci
matematycznej jego uzasadnienie nie byto do konca zadowalajace, ale w zasadzie
poprawne. To, ze powyzszy szereg, tylko niewinnie réznigcy sie od szeregu
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ma tak intrygujaca sume, zakrawa na cud!

Naszkicowalisémy zatem dowdd faktu, ze przeznaczeni sobie maja wiecej niz
3 szanse na 5, ze nikt im nie stanie na przeszkodzie.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1013. Rowerzysta jedzie z predkoscia v = 8 m/s wzdluz prostej, poziomej drogi.
Las rosnacy po obu stronach drogi ostania ja od wiatru. Poza lasem, prostopadle
do drogi, wiatr wieje z predkoscia u = 6 m/s. Ile razy wieksza moca rowerzysta
musi napedzaé rower, jesli chce utrzymac statag predkosé jazdy po wyjechaniu
spod ostony lasu.

Wskazowka: sita oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu predkosci
poruszajacego sie wzgledem niego ciala.

Rozwiazanie na str. 6

F 1014. Szereg promieniotwérczy rozpoczynajacy sie izotopem 238U, o czasie
polowicznego rozpadu 7 ~ 4,47 - 10° lat, koniczy stabilny izotop 2°6Pb. Jaka
objeto$¢ V', w warunkach normalnych, wypelnitby dzisiaj hel, ktéry powstal
w wyniku rozpadu m = 1 kg 23%U obecnego w chwili powstania Ziemi? Wiek
Ziemi oceniany jest na tz = 4,54 - 10° lat.

Rozwigzanie na str. 5
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