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Sa podane dwie liczby 1210 i 3 211 000.
Aby wej$é do pomieszczenia, nalezy
podaé trzecia, najdtuzsza liczbe — szyfr
otwierajacy drzwi.

O liczbach autobiograficznych
Piotr ZARZYCKI*, Ryszard KUBIAK**

Rzadko sie zdarza, by matematyka pojawiala sie w gazetach codziennych,
bardzo rzadko ludzie niezajmujacy si¢ zawodowo matematyka o niej rozmawiaja,
(takie rozmowy zdarzaja si¢ najczeéciej w okresie egzaminéw koniczacych

jaki$ etap nauczania). Poczatek roku 2020 byl pod tym wzgledem wyjatkowy,
kilkoro znajomych (niematematykéw) pytalo nas, czy wiemy, jaka szczegdlna
ceche ma liczba 2020 — nie wiedzieliSmy. SprawdziliSmy. .. Okazalo sie, ze
doniesienia o niezwyklosci tej liczby pojawily sie w codziennej prasie. Na
przyktad w internetowym wydaniu Gazety Wyborczej z 1 stycznia biezacego
roku mozna znalezé artykul Piotra Cieslinskiego o tytule ,,2020”. Ten rok ma

w sobie matematyczna zagadke. Autor pisze tak: Zauwazmy, zZe jej pierwsza
cyfra jest zarazem liczbg zer w jej zapisie dziesietnym, druga — liczbg jedynek,
trzecia — liczbg dwdjek, czwarta — liczbg trdjek. [...] Podobng wlasno$é ma
liczba 8211000 [...] Liczby o takiej wilasnosci, ktérych zapis ,,opowiada”

o nich samych, nazywane sq liczbami autobiograficznymi. Jest ich bardzo malo.
Naprawde bardzo malto. Liczbami autobiograficznymi sa na przyklad: 1210, 2020,
21200, 3211 000. .. Wielokropek wskazuje tu, ze ta lista jest niepelna. Czytelnik
Dociekliwy z pewnoécia sprobuje uzupetnié ja samodzielnie.

Zacznijmy od zalet dydaktycznych liczb autobiograficznych. Na powyzszej
liscie nie ma liczb jedno-, dwu- badz trzycyfrowych. Znalezienie ich to tadne
zadanie dla ucznidéw szkolty podstawowej, nawet w nauczaniu wczesnoszkolnym.
Znalezienie liczb autobiograficznych o czterech lub pieciu cyfrach, jak tez
uzasadnienie nieistnienia liczby autobiograficznej szesciocyfrowej moze by¢
ciekawe dla uczniéw szkol srednich. Problem znalezienia liczby autobiograficznej
siedmiocyfrowej pojawil sie w Scottish Mathematical Challenge Examination
1978-1979, a problem dotyczacy liczby autobiograficznej dziesigciocyfrowej

w Wisconsin Mathematics Science and Engineering Talent Search Examination
1987-1988.

Znalezienie liczb autobiograficznych cztero- i pieciocyfrowych wymaga
rozpatrzenia stosunkowo nieduzej liczby przypadkéw. Dla liczb o szeéciu lub
wiecej cyfrach mozliwodci jest tak wiele, ze warto do poszukiwan zaangazowacé
komputer. Do zmudnej pracy szukania liczb autobiograficznych siedmio-

i oSmiocyfrowych wykorzystajmy program MATHEMATICA. Najpierw
przyjrzyjmy sie nastepujacej funkcji:

sprawdzenie[n_]:=
If [RotateRight [DigitCount [n]]==PadRight [IntegerDigits[n],10],
Return[True] ,Return[False]]

Wynikiem polecenia DigitCount [n] jest lista dziesieciocyfrowa. Jej pierwszy
element to liczba jedynek w zapisie liczby n, drugi to liczba dwdjek, ...,
dziesiaty to liczba zer. RotateRight przesuwa elementy listy o jedno miejsce

w lewo, a pierwszy element na koniec listy. Komenda IntegerDigits[n]
zapisuje liczbe w postaci listy kolejnych jej cyfr, natomiast PadRight dopisuje

z prawej strony listy IntegerDigits[n] brakujaca liczbe zer tak, by otrzymana
lista miata 10 elementéw. Program do szukania siedmiocyfrowych liczb
autobiograficznych jest nastepujacy:

auto7:=(L={};Do[If [sprawdzenie[n]==True,AppendTo[L,n] ,n=n+1],
{n,1000000,9999999}] ;Return[L])

Startujac od listy pustej i sprawdzajac kolejne liczby siedmiocyfrowe, po

czym ewentualnie dolaczajac (komenda AppendTo) do listy znalezione

liczby autobiograficzne, otrzymujemy po okolo 10 minutach liczbe

3211 000. Niewielka modyfikacja programu auto7 pozwala znalez¢ liczbe
autobiograficzng oSmiocyfrowa, ale przeszukiwanie trwalo ponad godzine.
Dla liczb o$miocyfrowych warto zmniejszy¢ zakres przeszukiwan, od 10 000 000
do 59999 999. Latwo uzasadnié, ze osmiocyfrowa liczba autobiograficzna nie
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https://www.youtube.com/watch?v=lRfdMiURV4s
https://www.youtube.com/watch?v=lRfdMiURV4s

Rozwigzanie zadania M 1658.
Kazdego uczestnika turnieju potraktujmy
jako wierzchotek, a kazdy mecz jako
krawedZz pewnego grafu skierowanego T,
skierowana od zwyciezcy do przegranego.
Usadzenie k zawodnikéw przy okraglym
stole zgodnie z warunkami zadania jest
réwnowazne istnieniu skierowanego cyklu
dtugosci k (krétko: k-cyklu).

Udowodnimy, ze:

e w T istnieje 3-cykl;

e jesli w T istnieje k-cykl, to istnieje tez
(k4 1)-cykl, dla k =3,...,n — 2.

Wyniknie stad, ze w T istnieje

(n — 1)-cykl, czyli teza zadania.

Niech Ay — Ay — ... — A,, — A; bedzie
wyjsciowym n-cyklem oraz niech ¢ > 3
bedzie najmniejszym indeksem o tej
wlasnosci, ze A; — A (zbiér takich
indekséw jest niepusty, gdyz nalezy do
niego n). Wéwczas

Al - A1 — A —» Ay, wieew T
istnieje 3-cykl.

Niech By — By — ... — Bj — Bj bedzie
pewnym k-cyklem, gdzie 3 < k< n —2,
oraz niech X bedzie dowolnym
wierzchotkiem spoza tego cyklu. Jesli
istnieje takie i, ze B; -+ X — Bj41, to
uzyskujemy (k + 1)-cykl poprzez
wstawienie X pomiedzy B; oraz Bji1
(przyjmujemy Bj1 = By).

‘W przeciwnym przypadku sg dwie
mozliwoéci: X — B; dla kazdego
i=1,2...,k lub B; — X dla kazdego
i=1,2,...,k; niech X1 bedzie zbiorem
wierzcholkéw X pierwszego typu, a Xo —
zbiorem wierzchotkéw X drugiego typu.

Gdyby X1 = @, to B; — X dla kazdego ¢
oraz kazdego X € X5 — nie moégltby wtedy
jednak istnie¢ n-cykl w T'. Podobnie
gdyby X2 = @, to w T nie méglby istnieé
n-cykl. Réwniez gdyby X1 — X3 dla
kazdej pary X1 € X1, Xo € Xo, tow T’
nie méglby istnie¢ n-cykl. Stad wniosek,
ze istnieja wierzchotki X1 € Xy, Xo € &
o tej wlasnosci, ze Xo — X;1. To oznacza,
ze istnieje (k + 1)-cykl

X, —+By —>Bys—...> Bp_1—Xo— Xy.

w

Rozwigzanie zadania F 1014.

Szereg promieniotwérczy 238U to kolejno
nastepujace rozpady « i 87 . Szereg
kilkakrotnie si¢ rozgalezia, ale ,wszystkie
drogi prowadza” do koncowego, stabilnego
izotopu 206ph Na kazdej drodze
uwalnianych jest 8 czastek a,

a powstajace w wyniku kolejnych
rozpadéw jadra maja czasy polowicznego
rozpadu wiele rzedéw wielkoéci krétsze
niz 238U najdtuzszy z nich to

2,45 - 10° lat dla 2%4U. Z poczatkowej
liczby m moli 2*8U w czasie od powstania
Ziemi do dzi$ rozpadnie sig:

An = (l - exp(—%)) n,

a w wyniku tych rozpadéw powstanie
8An moli “He. W warunkach normalnych
(temperatura 0°C, ci$nienie 101 325 Pa)
hel jest gazem o objetosci molowe]j

Vin =~ 22,414 - 1072 m®mol~!. Dla danych
zadania: n = 1 kg/238 g &~ 4,202 mola,
8An = 16,988 mola *He wypelnitby
objetosé

V = 16,988 -22,414 - 10~2 m® ~ 0,381 m?>.

moze sie zaczynaé od cyfr 6, 7, 8 ani 9. Na dalsze proby, dla liczb dziewiecio-
i dziesigciocyfrowych nie zdecydowaliSmy sig, bo czas oczekiwania bylby juz
nieznosnie dtugi.

Do poszukiwan liczb autobiograficznych wykorzystaliSmy tez jezyk
programowania Python. Oto kod programu (wersja Pythona
co najmniej 3.5):

from typing import List

def liczby_kandydatki(dlugosc: int):

return range(10**(dlugosc-1), 10**dlugosc)
def cyfry_liczby(liczba: int) -> List[int]:
return [ord(c) - ord(’0’) for c in str(liczba)l
def List[int]) -> int:
liczbal)

ile_razy_w_liscie(liczba: int, lista:
return len([k for k in lista if k ==

def jest_autobiograficzna(liczba: int) -> bool:

cyfry = cyfry_liczby(liczba)

return sum(cyfry) == len(cyfry) and \
all([ile_razy_w_liscie(n, cyfry) == cyfryl[n]

for n in range(len(cyfry))])

def liczby_autobiograficzne_dlugosci(dlugosc: int) -> List[int]:
return [n for n in liczby_kandydatki(dlugosc)

if jest_autobiograficzna(n)]

for ile_cyfr in range(4, 7):
print(°Liczby autobiograficzne dtugosci ’ + str(ile_cyfr) + ’:7)

print (liczby_autobiograficzne_dlugosci(ile_cyfr))

Instrukcja for ile_cyfr in range(4,7) na koncu tego programu wyszuka
liczby autobiograficzne o dtugosci od 4 do 6. Trwa to kilka sekund. Czytelnik
moze sprawdzi¢ dzialanie programu dla liczb o wiekszej liczbie cyfr, zmieniajac
granice zakresu range. Warto tu zwroci¢ uwage na warunek sum(cyfry) ==
len(cyfry) w funkcji jest_autobiograficzna. Odnosimy si¢ tu do waznej,

a zarazem latwej do udowodnienia wtasnosci liczb autobiograficznych:

(1) Jesli a = apay . .. ay, jest zapisem dziesietnym liczby autobiograficznej a, to

iaizn—i—l.
i=0

Badanie w programie warunku sum(cyfry) == len(cyfry) ma na celu
przyspieszenie obliczen. Chodzi o to, ze jesli ten warunek nie jest spelniony,
to program nie bada drugiego cztonu koniunkcji. Ten drugi czton sprawdza
spelnienie przez liczbe warunku autobiograficznosci. Owo sprawdzenie, czy
liczba spelnia definicje autobiograficznosci, ma wieksza ztozonosé czasowsq
niz poréwnanie, czy suma cyfr liczby zgadza sie z liczba tych cyfr. Schemat
wyszukiwania liczb w przedstawionym powyzej programie pozwolil znalezé
liczby autobiograficzne co najwyzej siedmiocyfrowe w ciagu okolo minuty,
liczbe osmiocyfrowa w ciggu okoto 5 minut, natomiast do znalezienia liczby
dziewieciocyfrowej potrzeba bylo okoto 45 minut. Liczba autobiograficzna
o dziesieciu cyfrach zostala znaleziona z uzyciem zoptymalizowanego interpretera
jezyka Python o nazwie pypy. Trwalo to niecale 2 godziny.

Tak dlugi czas obliczen w powyzszych programach wynika z uzycia w nich
,haiwnego” algorytmu. Dla danego n sprawdza on autobiograficzno$¢ wszystkich
liczb dtugoéci n. Liczb takich jest w systemie dziesigtkowym 9 - 10"~1. Z kolei
liczba elementarnych operacji do sprawdzenia autobiograficznosci zapisu
konkretnej liczby dtugoéci n jest rzedu n?. Z tych obserwacji wynika, ze
zlozonoéé ,naiwnego” algorytmu jest rzedu O(10"~! - n?). Mamy zatem do
czynienia ze ztozonoscia wykladnicza.
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Rozwigzanie zadania F 1013.
Sita oporu jest skierowana przeciwnie do
predkoéci ciala wzgledem powietrza.
Podczas ruchu bez wiatru rowerzysta,
jadac z predkoscia ¥, musi wigc stale
dziataé silg (przeciwng do sily oporu
powietrza):

F = Av® v s

v

gdzie A jest stala zalezna od ksztaltu
i rozmiaréw rowerzysty i roweru. Moc
potrzebna do utrzymania stalej predkosci
jest wéwcezas réwna P; = Fl LT = Av3.
Gdy pojawia sie¢ poprzeczny wiatr
o predkodci i, utrzymanie stalej predkosci
(wzgledem drogi) wymaga dzialania sila:

N 5 U —1U
Y = AT — i@ —— =
|7 — 4|
: o, U—1
=A@W? +u?)———

|5 — |

Dla uproszczenia przyjeliSmy, ze stala A

jest w obu przypadkach taka sama. Moc

potrzebna do utrzymania stalej predkosci

wzgledem drogi bedzie teraz réwna:

2 —+ u? 2
v°.

o —al

Po=F - -7=A

Skorzystalidmy z faktu, ze wektory
predkosci ¥ i 4 sa prostopadle.
Ostatecznie otrzymujemy:

Py u?

— = + —.

P v2
Dla podanych w tresci zadania predkodci
Py _ 5
= 1, 25.

Zeby skrécié czas obliczen, uzyjemy lepszego filtrowania, to znaczy ograniczymy
zbior liczb, ktére w ogdle warto sprawdzac. Kolejny filtr opiera sie na
nastepujacym twierdzeniu:

(2) Jesli a = apay . . . ay, jest zapisem dziesietnym liczby autobiograficznej a, to
dokladnie jeden element ciggu aq,...,a, jest réwny 2, a pozostale sq zerami bgdZ
jedynkams.

Dowdéd twierdzenia jest prosty: niech r oznacza liczbe niezerowych elementow
ciagu aq, ..., a,. Oznaczmy te niezerowe elementy symbolami a;,,...,a;,.
Poniewaz ag > 0 (ag jest pierwsza cyfra dodatniej liczby calkowitej), wiec

z wlasnodei (1) wynika, ze

ai, +--+a,=n+l—ag=n+1—(n—-r)=r+1
Zatem mamy r dodatnich liczb catkowitych, ktorych suma wynosi r + 1, z czego
oczywiscie wynika teza twierdzenia.

Wersje programéw uzywajace lepszych filtrow

Poniewaz szukanie liczb autobiograficznych dziewiecio- i dziesigciocyfrowych
okazalo sie bardzo czasochlonne, zajmijmy sie uwazniej tymi najdtuzszymi
liczbami. W obu przypadkach tatwo zauwazyé, ze pierwsza cyfra (liczba zer

w jej zapisie dziesietnym) liczby autobiograficznej nie moze by¢ réwna 7, 8 ani 9.
Skorzystamy z wlasnosci (2) i stworzymy duzo mniejszy zbiér do przeszukania:

e dla liczb dziewieciocyfrowych pierwsze cyfry moga by¢ réwne 1, 2, 3, 4, 5 lub
6, a na o$miu pozostalych miejscach moga pojawié sie jedynie cyfry 0, 1 lub 2;
lacznie daje to 6 - 3% = 39 366 przypadkéw;

e dla liczb dziesigciocyfrowych pierwsze cyfry moga byé réwne 1, 2, 3, 4, 5
lub 6, a na dziewieciu pozostalych miejscach moga pojawi¢ sie jedynie cyfry 0,
1 lub 2; lacznie daje to 6 - 3% = 118 098 przypadkéw.

Oto kod programu do przeszukiwania napisany w jezyku MATHEMATICA:

czyauto[lista_]
:=If [RotateRight [DigitCount [FromDigits[PadRight[lista],10]]]
==PadRight[lista,10] ,Return[True] ,Return([False]]

Programik ten sprawdza, czy liczba r zapisana w postaci listy jej cyfr
uzupelionych ewentualnie zerami jest autobiograficzna. Wyposazeni w powyzsze
narzedzia mozemy napisa¢ kod do poszukiwania liczb autobiograficznych
dziewiecio- i dziesigciocyfrowych.

auto9[j_]:=(L={};Do[If [czyauto[Prepend[Tuples[{0,1,2},8] [[i]],;]1]
==True, AppendTo [L,Prepend [Tuples [{0,1,2},8] [[i]],j]],i++],
{i,1,3%}];Return[L])

Wyjasnienia wymaga tutaj komenda Tuples[0,1,2,8] [[i]], ktéra tworzy
z cyfr 0, 1 oraz 2 wszystkie ciagi odmiocyfrowe, koncéowka [[i]] oznacza
wybranie z otrzymanej, ztozonej z 3% elementéw listy, jej i-tego elementu.
Komenda Prepend[lista,k] dopisuje z przodu do listy element k.

Program auto9 znalazt dziewieciocyfrowsa liczbe autobiograficzna po okoto
8 sekundach. Dla liczb dziesigciocyfrowych czas poszukiwan tez byl bardzo
dobry; po uplywie okolo 60 sekund pojawila si¢ ostatnia poszukiwana liczba.

Oto kluczowa funkcja liczby_kandydatki z programu w jezyku Python,
w nowej wersji, ktéra uzywa lepszych filtrow (pelny kod mozna znalezé na
www.deltami.edu.pl)).

def liczby_kandydatki(dlugosc: int) -> List[int]:
zbior_cyfr_poczatkowych = [str(c)
for ¢ in range(1, dlugosc - 1) if c < 7]
zbior_cyfr_dalszych = [’0’, ’1’, ’2’]
wariacje(zbior_cyfr_dalszych, dlugosc - 1)
return [int(c + ’’.join(w))
for ¢ in zbior_cyfr_poczatkowych for w in war]

war =


www.deltami.edu.pl

o g
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def wariacje(zb: List[str], k: int) -> List[List[str]]:
if k == 0:
return []
elif k ==
return [[e] for e in zb]
else:
war = wariacje(zb, k - 1)
return [[e] + w for e in zb for w in war]

Ta wersja funkcji nie bada juz wszystkich liczb zadanej dlugoéci, lecz jedynie te,
ktére istotnie warto sprawdza¢ na podstawie obserwacji matematycznych. Warto
zwrdci¢ uwage na uzycie rekursji w sposobie zaprogramowania funkcji wariacje.
Program z nowa wersja funkcji 1iczby_kandydatki znajduje wszystkie liczby
autobiograficzne w ciagu zaledwie paru sekund. Oto, jak wspaniate wyniki
przynosi wspéldzialanie matematyki i informatyki!

Uwagi koncowe

W podobny sposéb mozna rozwiaza¢ problem liczb autobiograficznych w innych
niz dziesiagtkowy systemach liczenia. Herb R. Bailey i Roger G. Lautzenheiser
w artykule A Curious Sequence (Mathematics Magazine, vol. 66, nr 1, 1993)
podaja twierdzenie:

Dla kazdej liczby naturalnej n > 6 liczba aga - . . a, jest autobiograficzna
wtedy i tylko wtedy, gdy ag =n—3, a1 =2, a3 =1, ap—3 =1 oraza; =0 dla
pozostalych 1.

Twierdzenie to w pelni charakteryzuje ,,dtugie” liczby autobiograficzne.

o a < © < L <
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Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1657. Przy dwoéch n-osobowych stotach usiadto 2n oséb. Co minute pewne
dwie osoby, ktére nie siedza przy tym samym stole, zamieniaja sie miejscami.
Przypusémy, ze kazda para os6b zamienila sie miejscami dokladnie raz (czyli
uplyneto n(2n — 1) minut).

(a) Udowodnié, ze sklady os6b przy stolach sa takie same jak na poczatku, tzn.
jesli na poczatku pewne dwie osoby siedzialy przy tym samym stole, to po
uplywie n(2n — 1) minut réwniez siedza przy tym samym stole.

(b) Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite n > 1, dla ktérych taka sytuacja jest
mozliwa.

Rozwiazanie na str. 21

M 1658. W turnieju wziglo udzial n oséb (n > 4). Kazda para oséb rozegrala
dokladnie jeden mecz, ktéry zakonczyl sie zwyciestwem jednej z nich. Po
turnieju wszyscy usiedli przy okraglym stole w taki sposob, ze kazdy wygral
z osobg siedzaca bezpos$rednio po swojej prawej stronie. Wykazaé, ze mozna
tak pewna osobe wyprosi¢, a pozostale przesadzi¢, aby ta wlasno$é¢ pozostata
zachowana, tzn. kazdy mial na prawo osobe, z ktdéra wygratl.

Rozwigzanie na str. [5]

M 1659. Dany jest basen w ksztalcie pierscienia kotowego, podzielony na 2n
malych zbiornikéw poprzedzielanych zawieszonymi nad woda obreczami (n > 2).
W kazdym malym zbiorniku (znajdujacym sie pomiedzy dwiema obreczami)
plywa jeden delfin. Co jakis czas dwa delfiny z sasiednich zbiornikow wykonuja
akrobacje polegajaca na jednoczesnym skoku przez obrecz (znajdujaca sie
miedzy zbiornikami) i w rezultacie — zamianie miejscami. Przypusémy, ze

po pewnym czasie kaZde dwa delfiny zamienily sie miejscami dokladnie raz.
Wykazaé, ze pewna obrecz nie zostala uzyta do wykonania zadnej akrobacji.
Rozwigzanie na str. 21
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