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Niniejszy tekst nawigzuje do artykutu
Widocznos$é w nieskoriczonym lesie, A;L(r

Cud to z definicji zjawisko, ktére zdarza
si¢ z prawdopodobieristwem 0.

%

— Hop, hop, jest tam kto? — krzyczy « otoczona tlumem.

— Hop, hop, spdjrz tutaj. — odpowiada (3, ktéry co prawda styszy «, ale zupelnie
jej nie widzi.

— Jakie ,tutaj”? Przeciez dookola nie ma Zywej duszy. — o otoczona ttumem po
raz kolejny usiluje dostrzec 8 posréd otaczajacej pustki.

Dookota ludzi ttum, a jakby nikogo nie bylo... Przyjrzyjmy sie $wiatu, w ktérym
a i B prébuja sie bezskutecznie dostrzec. Na zwyklej ptaszczyznie

R* = {(z,y) 1w,y € R},

w kazdym jej punkcie o wymiernych wspélrzednych (z,y) siedzi samotny
cztowiek i... wypatruje towarzysza, kierujac tesknie wzrok w losowo obranym
kierunku. Ten losowy kierunek jest wyznaczony przez wybor punktu na ruletce
o promieniu 1 — zadekretowane prawdopodobienstwo wylosowania pétprostej
wzroku przebijajacej brzeg ruletki na tuku A wynosi [A]/27 ([A] oznacza dlugosé
tuku A). Oczywiscie kazdy ma swoja osobista ruletke i kazdy wykreca kierunek
swojego spojrzenia niezaleznie.

Dla o € Q2 niech Z,, oznacza zdarzenie, ze o kogo$ widzi. Wykazemy, ze
P(Z,) = 0, niestety. .. Zauwazmy, ze moc zbioru prostych af3, gdzie 8 € Q2

B # a, jest nie wieksza niz moc zbioru punktéw 3 € Q?, 8 # a. Oznacza to, ze
moc zbioru tych prostych jest przeliczalna — stad teza.

Ale nie tylko « nikogo nie widzi. Poniewaz miara probabilistyczna jest
przeliczalnie addytywna, wigc rowniez

IP’( U Za> —0.

acQ?
Zatem zdarzenie przeciwne jest pewne

P 2)=1,
aeQ?

czyli prawie na pewno nikt nikogo nie widzi. Zauwazmy, ze zalozenie
o niezaleznodci rozgladania sie¢ réznych oséb jest w zasadzie zbedne.

No dobrze... Wiemy skadinad, ze zdarzenie niemozliwe moze sie zdarzy¢.
Wyobrazmy sobie, ze jakim$ cudem « spojrzala w przestrzen tak, ze zobaczyla
swoja druga poléwke, ktéra jest 5 (oczywiscie 5 # «). Mimo cudu nie zdolaja
sie zobaczy¢! Na drodze miedzy « i 8, dokladnie w polowie, stoi bowiem

v = a/2+ (/2 (rzecz jasna vy € Q?). Oznacza to, ze « nie widzi 3, poniewaz jest
zastoniety przez . Oczywiscie z podobnych powodéw « nie widzi v. Idac dalej
tym tropem, dochodzimy do wniosku, ze na pewno (bez wyjatkéw i cudéw)
nikt nie widzi nikogo (bez zadnego modelu probabilistycznego!).

Hmm. .. Co$ jest nie tak w naszym Swiecie — po prostu ludzie siedzg za gesto

i to prowadzi do powyzszych paradokséw interpretacyjnych. Zmienmy ten $wiat
na lepszy! Usadowmy ludzi wylacznie w punktach kraty calkowitoliczbowej Z2.
Oczywiscie wezesniejszy model probabilistyczny znowu jest uzyteczny i daje
pewien wglad w beznadziejna sytuacje ludzkoéci: nikt nie dostrzega innych,
prawie na pewno.

Pojawia sie jednak naturalne pytanie o prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
losowo sobie przeznaczeni o € Z? oraz € Z? moga si¢ zobaczy¢, jedli spojrza
we wladciwym kierunku. Niech zatem a = (a1, aq) oraz 5 = (b1, b2). Latwo, nomen
omen, widzie¢, ze a i § moga sie zobaczy¢ wtedy i tylko wtedy, gdy nikt nie stoi
im na drodze, czyli NWD(by — a2, b1 — a1) = 1. Dowodzi sie w teorii liczb, ze

card{(a,b)|a,b € {1,2,...,N},NWD(a,b) =1} 6

lim — ~ 0,6079.
s

N—o0 N2
Oto szkic rozumowania prowadzacego do tego intrygujacego wyniku. Niech m > 1
bedzie dowolna, ale ustalong liczba naturalng. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze losujac spoérod liczb naturalnych, otrzymamy taka, ktéra bedzie podzielna
przez m? Intuicja podpowiada, ze 1/m: jesli losujemy te liczbe ze zbioru
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Patrz odpowiedni przypis na wczesniejszej
stronie: Euler si¢ zdarza raz na ludzko$¢!

m Zadania

{1,2,3,...,n}, i wylosowanie kazdej liczby jest jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo P, rozwazanego zdarzenia wynosi doktadnie

P, = M i oczywiscie lim P, = i
n n—oo m
Nalezy wiec uznaé (mozna to latwo sformalizowad), iz prawdopodobieristwo
zdarzenia FE,,, ze dwie niezaleznie wylosowane liczby catkowite a, b sa obie
podzielne przez m, wynosi 1/m?. Prawdopodobiefistwo zdarzenia przeciwnego

E! wynosi zatem 1 — 1/m?. Niech teraz

p1=2, pp=3, p3=5, pa=T,
bedzie ciagiem rosnacym wszystkich liczb pierwszych. Zauwazmy, ze a i b sa
wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy nie sa podzielne réwnoczesnie
przez zadna liczbe pierwsza py, czyli gdy zajdzie zdarzenie (), E;,k. Przyda sie
teraz obserwacja, ze jesli NWD(mq,mz) = 1, to zdarzenia E,,, oraz E,,, sa
niezalezne — wynika to stad, ze liczba catkowita dzieli si¢ jednoczesnie przez
my oraz ma, gdy dzieli sie przez myms oraz ze wzoru 1/(myims) = 1/my - 1/ma.
Uogolniajac t¢ obserwacje, widzimy, ze zaréwno (E,, ), jak i (£}, ) sa ciagami
zdarzen niezaleznych. W szczegdlnosci zachodzi

P(NWD(a,b) = 1) = ]P’(ﬂ E;k> =[[eE,) = H(l - 12)
k k k

Py

Juz Leonhard Euler zauwazyl, ze dla s € R, s > 1 mamy
SE B
e R A

Formalnie ta tozsamos$é wynika ze wzoru na sume ciggu geometrycznego

LS SN
p, T 1-1/p;

i twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie kazdej liczby naturalnej na iloczyn

poteg liczb pierwszych. Wyzej wystepujace szeregi i iloczyny nieskonczone sa

rzeczywiscie zbiezne, ale méwi sie, ze Euler specjalnie tym sie nie przejmowal.

Geniusz Eulera przejawil si¢ jednak szczegdélnie wtedy, gdy obwiescil Swiatu, ze
o0

S -5
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n=1 n 6

i przedstawil wyprowadzenie tego wyniku. Jak na dzisiejsze standardy Scistosci
matematycznej jego uzasadnienie nie byto do konca zadowalajace, ale w zasadzie
poprawne. To, ze powyzszy szereg, tylko niewinnie réznigcy sie od szeregu

~ ~ < /1 1 1 1
— — _ — = ]_—7 - — = ...:].
;Tﬂ—l—n n;n(n—i—l) nz::l<n n+1) < 2)+(2 3)+ ’

ma tak intrygujaca sume, zakrawa na cud!

Naszkicowalisémy zatem dowdd faktu, ze przeznaczeni sobie maja wiecej niz
3 szanse na 5, ze nikt im nie stanie na przeszkodzie.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1013. Rowerzysta jedzie z predkoscia v = 8 m/s wzdluz prostej, poziomej drogi.
Las rosnacy po obu stronach drogi ostania ja od wiatru. Poza lasem, prostopadle
do drogi, wiatr wieje z predkoscia u = 6 m/s. Ile razy wieksza moca rowerzysta
musi napedzaé rower, jesli chce utrzymac statag predkosé jazdy po wyjechaniu
spod ostony lasu.

Wskazowka: sita oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu predkosci
poruszajacego sie wzgledem niego ciala.

Rozwiazanie na str. 6

F 1014. Szereg promieniotwérczy rozpoczynajacy sie izotopem 238U, o czasie
polowicznego rozpadu 7 ~ 4,47 - 10° lat, koniczy stabilny izotop 2°6Pb. Jaka
objeto$¢ V', w warunkach normalnych, wypelnitby dzisiaj hel, ktéry powstal
w wyniku rozpadu m = 1 kg 23%U obecnego w chwili powstania Ziemi? Wiek
Ziemi oceniany jest na tz = 4,54 - 10° lat.

Rozwigzanie na str. 5
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