Lemat o zwiekszaniu wyktadnika p-adycznego
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Barttomiej BZDEGA

W poprzednim kaciku oméwitem wykladnik p-adyczny v,(n) i jego podstawowe
wlasnosci — zachecam Czytelnika, aby sie z nimi zapoznal przed przystapieniem do
lektury.

Wezmy dwie liczby calkowite a i b. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza oraz p { a, b,
ale p | a — b. Mozemy wéwczas zapisaé¢ a = b+ kp dla pewnego catkowitego k.
Zachodzi réwnosé

a’ — b = (b+ kp)P — bP = (ﬁ’) B ep + (g) BPR2p? 44 (i) KPP

Zauwazmy, Ze vV, ((’1’) b”_lkp) = vp(kp) + 1 = vp(a — b) + 1, natomiast pozostale
sktadniki ostatniej sumy maja wigksze wyktadniki p-adyczne. Na mocy wlasnosci (2')
z poprzedniego kacika wynika z tego, ze vp(a? — bP) = vp(a —b) + 1.

Niech teraz p = 2. Interesuja nas liczby nieparzyste a i b. Zachodzi réwnosé
vo(a? + b%) = va(a — b) + va(a + b), ale réwnoéé v (a + b) = 1 ma miejsce tylko wtedy,
gdy 4| a—0.
Trzymajac sie wciaz powyzszych zalozen, wybierzmy liczbe naturalng m, ktéra nie
jest podzielna przez p. Wtedy

am — pm

a—b

wiec w tym przypadku vp(a™ — b™) = v,(a — b).

=" a4 a2 = ma™ £ 0 (mod p),

Stosujac indukcje oraz powyzsze rozwazania, wykazujemy tytulowy lemat.

Lemat o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego (wersja z odejmowaniem). Niech a i b
beda catkowite, n — naturalne, p > 2 — pierwsze. Wéwczas:

(1) jesli pta,boraz p|a—b, to vy,(a™ — b") = v,(a — b) + vp(n);
(2) dla nieparzystych a i b:

(a) jeslid|a—0, to va(a™ —b") = va(a — b) + va(n);

(b) wva(a™ — b™) = va(a — b) dla n nieparzystych;

(c) wva(a™ —b") = va(a? — b%) + va(n) — 1 dla n parzystych.

Dla nieparzystego n zachodzi réwnoéé a™ — b™ = a™ + (—b)™. Piszac —b zamiast b,
otrzymamy analogiczny lemat dla dodawania.

Lemat o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego (wersja z dodawaniem). Niech a i b
beda calkowite, n — naturalne nieparzyste, p — pierwsze. Jedli pta,b oraz p | a + b,
to vp(a™ +0") = vp(a+b) + vp(n).

W zadaniach do$¢ powszechne jest stosowanie nieréwnosci v,(n) < log, n, ktéra by¢
moze jest oczywista, ale warto tu o niej wspomnie¢.

Zadania

1. W zaleznoéci od n wyznaczy¢ vs (111 . 1) ivg ( 111... 1).
— —_—

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych zachodzi podzielnosé:
(a) 2™ | 3™ — 1, (b) 5™ | 3™ + 7™

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych 3P 4 4P jest potega liczby
naturalnej o wykladniku naturalnym wiekszym niz 1.

4. Wyjasénié¢, dlaczego nie istnieje lemat o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego
w wersji z dodawaniem dla n parzystych.

5. Udowodnié, ze dla naturalnych n > 2 liczba n”~! — 1 jest podzielna przez kwadrat
pewnej liczby pierwszej.

6. Liczby catkowite dodatnie a i b sa réznej parzystoéci. Wykazaé, ze liczba
a®tt 4+ b2*? jest podzielna przez kwadrat pewnej liczby pierwszej.

7. Niech a i b beda réznymi liczbami catkowitymi oraz niech k£ > 1 bedzie liczba
naturalng. Wykazaé, ze liczba (a + %)n — (b + %)n jest catkowita tylko dla
skoniczenie wielu naturalnych n.

8. Ustalmy nieparzyste a > 0. Dla kazdego naturalnego n liczba
szeScianem liczby naturalnej. Wykazaé, ze a = 1.

9. Liczby a i b sa catkowite i wzglednie pierwsze, a liczby m,n > 1 sa naturalne.
Dowies¢, ze

a”+1
2

jest

NWD (an _ bn7 a™ — bm) _ CLNWD(n,m) _ bNWD(n,m)7

bez korzystania z algorytmu Euklidesa.
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