kwadratowych sprzed 90 lat, ktérej prawdziwo$é¢ udowodnil Gregory Margulis
(laureat medalu Fieldsa z 1978 roku). Tytulem wprowadzenia popatrzmy

na przypadek form zalezacych od dwoch zmiennych z,y € R. Ot6z mozna
spostrzec, ze wzor Q(z,y) = 22 — (o + 1)y?, gdzie «a jest ztota proporcja, tzn.
a= %(\/5 + 1) definiuje funkcje @Q : R? — R o nastepujacych wlasnosciach:

(i) @Q jest formg kwadratowa, (ii) @ przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak

i ujemne (@ nie jest ani dodatnio ani ujemnie okreslona), a ponadto (iii) @ nie
jest proporcjonalna do formy o wspotczynnikach wymiernych. Jesli teraz z,y # 0
sa liczbami calkowitymi, to (wobec a? = o + 1)

X

x x
—tal|-—« - -«

_ .2
1Q(z,y)| =y "

2@3/2 > aC >0,

gdyz zlota liczba jest Zle aproksymowalna liczbami wymiernymi: |« — % > C/q?
dla pewnej stalej C' > 0 i dowolnych p, ¢ € N! Zatem wartosci formy @
przyjmowane na argumentach catkowitych ((x,y) # (0,0)) sa odgraniczone od zera.
Stynna hipoteza Oppenheima stanowita, ze jesli uzyjemy wiecej zmiennych niz

dwie, np. rozpatrujac @ : R?* — R spekniajace wlasnosci (i)-(iii) podane powyzej,

to takiego odgraniczenia od zera nie mozemy uzyskaé. Jakie tutaj uktady
dynamiczne beda odpowiadaly za rozwiazanie problemu? Dowéd Margulisa
polegal na studiowaniu orbit grupy przeksztalcen zachowujacych forme

i klasyfikacji miar niezmienniczych, ktére mozemy uzyska¢ na domknieciu orbit
w tzw. przestrzeni jednorodnej odpowiedniej grupy macierzy o wyznaczniku 1.

Wybitne osiagniecia tegorocznych laureatéw nagrody Abela (i ich uczniéw)
pokazuja, jak nowe, czesto zaskakujace, idee prowadzg do przelomowych odkry¢
stanowiacych o postepie w nauce.

ik
i Z.adania

Przygotowal Eukasz BOZYK

M 1654. Piotrek stoi w windzie na ostatnim pietrze

(n + 1)-poziomowego wiezowca, liczac z parterem. Postepuje
zgodnie z nastepujaca zasada: jesli znajduje si¢ na k-tym
pietrze, przy czym 1 < k < n, to losuje, na ktéry z k nizszych
pozioméw 0,1, ...,k — 1 gjezdza, tzn. kazdy z nich wybiera
z prawdopodobienstwem %

(a) Jaki jest érednio numer pietra, z ktérego Piotrek zjedzie
na parter?

(b) Ile $rednio przejazdéw winda wykona?

Rozwiazanie na str. 17

M 1655. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Kazdy
wyraz ciagu (a1, as,...,as,) jest réwny 1 lub —1. Pare (k,1)
nazwiemy zerujgcg, jesli 1 < k <1 < 2n oraz

ap + ap+1 + ...+ a; = 0. Wykazaé, ze liczba par zerujacych
jest nie wieksza od n?2.

Rozwigzanie na str. 18

M 1656. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Kazdy

wyraz ciagu (b1, ba,...,ban—1) jest réwny 1 lub —1. Pare (k1)
nazwiemy minusjedynkujgcg, jesli 1 < k <1< 2n —1 oraz
bi - bgy1 - ... by = —1. Wykazad, ze liczba par
minusjedynkujacych jest nie wieksza od n?.

Rozwiazanie na str. 19

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1011. Sila nosna F utrzymujaca ptaka podczas
lotu wynosi:

F = %chpSUQ,
gdzie p, jest gestoscia powietrza, v predkoscia lotu
(wzgledem powietrza), S powierzchnig skrzydet,
a ¢y, wspélczynnikiem zwigzanym z ksztaltem
lecacego ptaka. Opierajac sie na tym, ze sita oporu
powietrza jest proporcjonalna do v2, oszacuj, jak
optymalna predko$¢ poziomego lotu zalezy od masy
m ptaka.
Rozwiazanie na str. 13

F 1012. Migsnie zbudowane sa z bardzo wielu
jednakowych, utozonych réwnolegle, cienkich widkien.
Podczas kurczenia kazde widkno skraca sie o odcinek
proporcjonalny do jego dlugosci i dziata na punkt
zaczepienia z taka sama sita. Oszacuj, jak wysokosé
h skoku zwierzecia zalezy od jego masy m. Przez
wysoko$¢ skoku rozumiemy tu zmiane wysokosci

jego érodka masy podczas skoku ,z miejsca”, tj. bez
rozbiegu.

Rozwiazanie na str. 1
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