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Cisnienie i gestosé osiggaja maksimum
P., p. w centrum gwiazdy i tam
zmieniajg sie wolno, zatem kladac

m =~ (4/3)mper® i dP = (4/3)7mGp2r dr
dla malych r, unikamy dzielenia przez 0.
Wybierajac K, P. i krok promienia or,
obliczenia mozna prowadzié¢ tak: dla r =0
ktadziemy m[0] = 0, P[0] = P,

i obliczamy p., 6P i dm z i 7 skad
m[r + ér] = m[r] + édm oraz

Plr + 6r] = P[r] + 6P i tak dalej. W tej
metodzie, zwanej metoda Eulera,
zakladamy jednak, ze zmiany parametréw
w czasie kroku nie wplywaja na 6P i dm,
co wymaga bardzo malego kroku. To
jakby w ruchu jednostajnie
przy$pieszonym, gdzie ds = (vo + gt)dt
przyja¢ jako $rednig predkosé v(t) = vo.

Ulepszeniem jest wersja metody
Rungego-Kutty, w ktérej oblicza sie

P i m w potowie kroku (jak u Eulera,
tylko dla r 4 §r/2), a dopiero otrzymane
wartosci uzywa si¢ do obliczenia 6P i dm
dla calego kroku ér. Czytelnik moze si¢
przekonaé, ze podobne postepowanie dla
ruchu jednostajnie przyspieszonego daje
poprawny wynik dla paraboli

s = vot + gt2/2, stad drugi rzad tej
metody, RK(2). Z przyblizenia statego p.
w pierwszym kroku otrzymujemy

8P = (4/3)wGp2(5r/2)6r i dalej:

m[or] = (4/3)mpe (o)

i P[or] = P. — (2/3)7mGp2(d1)>.

Réwnanie
dy = f(z,y) dz

!

Wartoéci poczatkowe
n=20
o, Yo, 6

Y
Wstepne pét kroku Eulera

8y' = f(@n,yn) dz/2
2 =xp + 51/2
Y = yn + 8y’

Y
Petny krok RK(2)
oy" = f(a',y") oz
Tp41 = Tp + 6T
Ynt+1 = Yn + 0y"
n=n-+1
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Schemat blokowy dzialania metody
RK(2)

Zagladamy do srodka gwiazdy
Alex SCHWARZENBERG-CZERNY*

Znanym paradoksem jest, ze o ile struktura Ziemi jest skomplikowana i do dzis
stabo poznana, to wiemy, ze gwiazdy sa w pierwszym przyblizeniu , kulami
gazowymi” — i tak wtasnie zatytulowal swoja ksiazke pierwszy badacz ich wnetrz,
Robert Emden. Przyjal on, ze zmiany ciénienia P i gestosci p w funkcji odleglosci
od $rodka r odbywaja sie przy zachowaniu relacji politropowej (politropowego
réwnania stanu):

1 P\ /(D)
P(p) = Kp™ /™ czyli p(P) = () :

1) =

gdzie K i n sa stalymi, wynikajacymi z wtasnosci materii danej gwiazdy; na
przyklad relatywistyczny gaz zdegenerowanych (ciasno upakowanych) elektronéw
jest dobrze opisany przez politrope z n = 3. Pdoki co pominiemy dokladno$¢ tego
przyblizenia w ogdlnym przypadku i skupimy sie na pokazaniu, jak w oparciu

o nie mozna samemu skonstruowaé¢ model gwiazdy, uzywajac krotkiego programu
komputerowego. Zacznijmy od znalezienia stosownych réwnan opisujacych gwiazde.
Jedli przez m oznaczymy mase czesci gwiazdy zawartej w kuli o promieniu 7, to
powiekszajac ja o warstwe kulista o gruboéci dr, otrzymamy przyrost masy réwny
dm = 4nr?p dr. Przyspieszenie grawitacyjne na takiej powierzchni to g = Gm/r?,
gdzie G to stala grawitacji, poniewaz wplyw mas zewnetrznych znika zgodnie

z twierdzeniem Newtona. Zatem korzystajac ze szkolnego wzoru hgp na cisnienie
atmosfery o gestosci p i grubosci h, dostajemy w warstwie dr spadek ci$nienia
hydrostatycznego

(2)

Przed obliczeniami (patrz margines) pokazemy jeszcze, ze wygodnie je wykonywad,
wybierajac pewne umowne jednostki oraz zmienne bezwymiarowe 6, pu i &:

Gm

szdr oraz dm = 4wr?pdr.

dP = —

(3) p=pb, P=Kpt/mgtl o =r.& m=mupu, skad
n+l _ pcG7n'n (n + 1)#9” _ m s
(4) df = Tt )P e d¢ oraz dp = " omE2 de,

gdzie r,, i m, mozemy zdefiniowaé¢, wymagajac, by wyroznione fragmenty
wynosilty 1, i otrzymujac
My, = pc4ﬂ'ri oraz 1, = ——=p

5
W nowych zmiennych warunki poczatkowe w centrum sprowadzaja si¢ do pu = 0,
0 =1 dla £ =0, a ich przyblizenia dla malych £ wynosza

_13 7n+12
(6) p=3& -5 &

Stad i z (4)) wynika, ze teraz rozwiazania na p i 6 zaleza tylko od n. Rozwiazanie
rozcigga si¢ az do powierzchni, gdzie dla & = & mamy 0" = 0 oraz pu = p;.

> Kn+1) (1/n—1)

c

ot =1

Do wykonania obliczenn mozna si¢ postuzy¢ krétkim programem napisanym

w jezyku python do éciagniecia ze stron autora. Obliczenia wykonujemy,
korzystajac z réwnan , startujac z wartosci otrzymanych z @ Program rysuje
wykresy przebiegu ci$nienia i gesto$ci w gwiezdzie, przykltad wykresu na nastepnej
stronie. Zestawienie doktadnych wynikow na powierzchni dla réznych n miesci
tabela pod wykresem.

Dotad nie korzystaliSmy z praw rézniczkowania poza oczywistym d(cz) = cdz,

z warunkiem ¢ = const. Analityczne rozwigzania réwnan Emdena istnieja dla
trzech wartoéci n = 0,1,5: 00 =1 —£2/6, 0V = sin /€ oraz ) = (1 + £2/3)~1/2,
To ostatnie rozwigzanie jest graniczne: £ = oco. Dla n > 5 fizyczne rozwigzania nie
istnieja, bo wykres 6 nie przecina osi . By sprawdzié¢ te rozwiazania i wyrazi¢

u przez 0, trzeba jednak skorzystaé z prawa rézniczkowania dz® = ax® ! dx,
wynikajacego z dwumianu Newtona (z + dz)% — 2% ~ 2 + az® oz + - - — 2.
Uzyjemy go tylko w tym akapicie i jego znajomos¢é nie jest potrzebna w dalszej
czeéci. Wowcezas lewa strona przybiera postaé (n + 1)6™ df, co po uproszczeniu
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GWih—F—F—— T po obu stronach daje rozwiazanie: 0
| e (7) p=—E—.
0,8 b d§
06l 7 Majac z obliczen &1 i u1 na powierzchni, rzeczywisty promienn R i mase gwiazdy M
, / . . 1-n)/(2n) . 1-n/3
/ obliczamy z 1) otrzymujac R = r,&; ~ p£ RUSOND Vg Myl ~ pg n/3),
0,41 7 — estost Eliminujac p., otrzymujemy:
) ot ol 1 [Kn+D1" .5
0,21 / (8) MR = i [( IE ) P = const.
’ ™
SO B 0o e 7 . ’ 7
L) e — | ‘ I | W podobny sposéb érednia gestosé (p) to M/(%’/TR?’) = 3pcp1 /&3, skad przy
00 02 04 06 08 10 Lomoey
r/R 3
Wykres dla n = 3 (9) & — 61 oraz E _ Gmn _ GM ‘571
(p)  3m pe  (n+1l)rn  (n+1R
Parametry gwiazd politropowych: , Zalezno$é [§] jest bardzo wazna i moze byé weryfikowana w oparciu o obserwacje
C . . . . . ’
n & K1 ) astronomiczne. Odwracajac problem, dla znanych M i R oraz n mozna obliczy¢
0,0  2,44949  4,89898 1,00000 Peci K.
0,5  2,75270  3,78865 1,83514 , ) o . . . . ,
1,0 3.14159  3,14159 3,280987 Z réwnania wynika, ze dla n = 3 gwiazda o danej masie zachowujac réwnowage
;78 Zggg;? gaﬁ‘llgg 1?728%2 mechaniczng (hydrostatyczng), moze przyjmowaé rézne promienie. Oznacza to,
25 535528  2.18720 2340646 2€ jej réwnowaga jest obojetna. Mozna pokazaé, ze w réwnowadze trwalej sa
3,0  6,80685  2,01824 54,18248  kule gazowe dla n < 3. Przykladem jest Ziemia o wnetrzu zlozonym z cieklych

3,5 9,53581 1,89056 152,88366 tali. odzi todé Kkt . . o s . cs e .
4,0 14,97155 1,79723 622,40788 metall, gdzie gestosc praxtyczile 1nie zmienla si¢ 7z cisnieniemnl, co oznacza

45 31,83646 1,73780 6189,47313 n =0 w réwnaniu (I)). Natomiast dla n > 3 gwiazda nie jest trwala: ulega
5,0 o 1,73205 e albo rozproszeniu, albo kurczy si¢ do momentu, w ktérym zmiana wtasnosci

Wynik dla n = 5 pochodzi z rozwigzania sprasowanego gazu spowoduje n<3.

analitycznego.
Uzywajac réwnania @, mozna takze obliczy¢ temperature w centrum gwiazdy.
Skorzystamy z réwnania stanu gazu doskonalego, zapisanego jako P = kT p/p,,
gdzie pg to masa czasteczki gazu, a k to stala Boltzmanna. Jesli m i V to masa
i objetodé gazu, to gestos¢ jest m/V, a stala liczba Avogadro N jest iloscia
czasteczek w molu, to Npg jest masa mola; zatem liczba moli to ¢ = m/(Npg)
i stala gazowa jest rowna R = kN, to podstawiajac, otrzymujemy PV = qRT, czyli
zwykla posta¢ rownania gazu. Wstawiajac do @D, dostajemy
(10) &:ch: GM é
pe kg (MEDR
Dla Stonica w przyblizeniu mozna uzy¢ n = 3, cho¢ naprawde n jest nieco mniejsze
i zmienia si¢ z promieniem. Wyjaénienie, dlaczego tak si¢ dzieje, to temat na inna
opowiesé: o poréwnaniu gwiazd zwyklych (takich jak Storice) i ,kwantowych”, czyli
biatych kartéw.

Drugie prawo Keplera i owale Newtona.
Kontrowersje wokoét Lematu XXVIII w Principiach
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i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
Drugie prawo Keplera, méwiace o tym, ze w réwnych odstepach czasu promien

wodzgcy planety, poprowadzony od Slotica, zakresla réwne pola (patrz ilustracja

na nastepnej stronie), bylo w duzym stopniu ignorowane w astronomii
przednewtonowskiej. Na przyktad w dziele Astronomia Carolina, z ktérego
korzystal Newton, jest ono wyraznie nieobecne. Wynikalo to z jego niewielkiej
przydatnosci do obliczen potozenia planet na ich orbitach. Zalézmy, ze znamy
okres T' obiegu planety po orbicie eliptycznej. Promien wodzacy planety zakreslit
w tym czasie znane pole S = wab, gdzie a i b sa poélosiami elipsy. Rozpoczynajac
wedréwke po orbicie w danym punkcie @, po czasie T jesteSmy znowu w Q).
Polozenie to jest funkcja czasu obiegu T, jak i pola S zakreslonego w tym

czasie przez promien wodzacy planety. Korzystajac z drugiego prawa Keplera,
mozemy teraz znalezé pole s sektora zakre$lonego przez promien wodzacy planety
w dowolnym odcinku czasu o dlugosci t. Wydawaloby sie, ze w tym ogdlnym
przypadku mozna takze tatwo wyrazi¢ i obliczy¢ potozenie P planety na jej orbicie
Johannes Kepler (1571-1630) jako funkcje czasu t lub zakreslonego w czasie t pola s. Okazuje sig, ze tak nie jest.
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