Wielomiany, nieré6wnosci i Newton
tukasz RAJKOWSKI

Wielomian jaki jest, kazdy widzi. I kazdy, kto widzi,
wie rowniez, ze wielomiany miewaja pierwiastki
rzeczywiste (czyli miejsca zerowe), ale nie zawsze.

I tak wielomian 22 — 52 + 6 ma dwa pierwiastki
rzeczywiste (x1 = 2 i zo = 3), ale wielomian 2% — 2z + 5
nie ma ani jednego. Twierdzenie Bézouta orzeka,

ze jesli xg jest pierwiastkiem wielomianu P(x), to
mozemy zapisaé¢ P(x) = (x — 29)Q(z) dla pewnego
wielomianu Q(x). Jesli dla liczby naturalnej k zachodzi
P(z) = (z — )" R(x) dla pewnego wielomianu R(x)
oraz R(zg) # 0, to méwimy, ze xo jest k-krotnym
pierwiastkiem wielomianu P. W tej sytuacji

wielomian 2% — 22 — 2 + 1 = (z — 1)?(z + 1) ma jeden
pierwiastek dwukrotny i jeden pierwiastek jednokrotny.
7 twierdzenia Bézouta mozna wywnioskowad,

ze wielomian stopnia n moze mieé co najwyzej

n pierwiastkéw rzeczywistych (uwzgledniajac krotnosci).
Jedli ma ich doktadnie n, bedziemy go nazywacé
najedzonym. Nie jest to formalny, matematyczny termin,
jednak wydaje sie duzo bardziej wdzieczny niz doktadne
tlumaczenie angielskiego terminu real rooted. Rzecz
jasna, wielomiany, ktére nie sa najedzone, bedziemy
nazywacé gtodnymi.

Czy mozna rozpozna¢ najedzony (lub glodny) wielomian
,ha pierwszy rzut oka”? Zacznijmy od wielomianéw
stopnia pierwszego — oczywiscie kazdy z nich jest
najedzony. Wielomiany stopnia drugiego moga by¢
glodne (tak jak wspomniany wczesniej wielomian

22 — 21 + 5), jednak po latach szkolnego treningu
powinnismy je bez trudu rozpoznaé. Wszak jesli
tréjmian kwadratowy asx? + a1x + ag ma dwa pierwiastki
rzeczywiste (czyli jest najedzony), to jego wyrdznik

A = a? — dagas jest nieujemny, czyli a? > 4agaz. Widaé
zatem, ze poczucie sytosci u wielomianu moze by¢
zwigzane z pewnymi nieréwnos$ciami dotyczacymi jego
wspoltezynnikéw. Celem artykulu jest przedstawienie
uogolnienia wspomnianej przed chwila wlasnosci
tréjmianu kwadratowego na wielomiany wiekszych
stopni. Wyraza je nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Zaldimy, ze wielomian P(x) =

= apT" + ap_12" 4+ ..+ a2 + ag jest najedzony,
i niech Ay = ak/(Z) dla k=0,1,...,n. Wowczas
(*) A1 Ap1 < 47,

dla k=1,2,...,n—1.

Aby udowodnié¢ powyzsze twierdzenie, potrzebujemy
najpierw przyjrzec si¢ dokladniej najedzonym
wielomianom. Dla wygody, w dalszej czesci artykulu
przyjmijmy oznaczenia takie jak w tredci twierdzenia.
Istotne beda dla nas pewne dwie operacje, ktére mozemy
przeprowadzi¢ na najedzonym wielomianie, tak aby nie
zglodnial. Pierwsza z nich to ,lustrzane odbicie”:

Fakt 1. Zaldzmy, ze wielomian P(x) jest najedzony.
Wéwczas wielomian N (z) =

=apz" + a1zt + -+ an_1z + a, réwnies jest
najedzony.

Zeby przekonaé sie o stusznoéci faktu 1, musimy
przyjrzeé sie, czy i jak zmieniaja si¢ pierwiastki

i ich krotnosci, gdy stosujemy ,lustrzane odbicie”.
Zwr6émy uwage, ze skoro a, # 0, to 0 nie moze by¢
pierwiastkiem wielomianu 9 (z) (jego wyraz wolny jest
niezerowy). Zalézmy, ze 0 jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu P (jesli 0 nie jest pierwiastkiem P(z),
przyjmijmy k = 0). Wéwczas ag = a1 = ... =ag_1 =0
iap #0 (ajesli k =0, nie bierzemy pod uwage pierwszego
ciggu réwnosci). W tej sytuacji wielomian 9\(x)

ma stopien n — k. Zalézmy teraz, ze xg # 0 jest
lI-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z), i niech

P(z) = (x — 10)'Q(x). Nietrudno uzasadnié, ze dla
dowolnego x # 0 zachodzi V(z) = 2"P (1). W tej
sytuacji proste przeksztalcenia algebraiczne prowadza
do wniosku, ze

AUz) =2"P (;) = z" (i - xo)l Q (i) -

~(-a0)" (- ;O)l@(m,

gdzie Q(z) jest ,lustrzanym odbiciem” wielomianu Q(x).
Poniewaz @(%) =2, "Q(z0) # 0, powyzsza réwnosé
dowodzi, ze % jest [-krotnym pierwiastkiem
wielomianu 9(x). Przedstawione rozwazania dowodza,
ze wielomian () jest najedzony, gdyz krotnosci
odwrotnosci niezerowych pierwiastkéw wielomianu P(x)
sumuja sie do n — k, czyli stopnia wielomianu 9 (z).

Druga operacja niepowodujaca gtodu, ktéra bedzie nam
potrzebna, to rézniczkowanie wielomianu. Czytelnikom,
ktorzy nie znaja rézniczkowania, polecamy przeczytaé
krétka notke na stronie [f

Fakt 2. Zal6zmy, ze wielomian P(z) jest najedzony. Wéwczas wielomian P’(x)

réwniez jest najedzony.

Powyzszy fakt wynika stad, ze rézniczkowanie obniza krotnosé kazdego
pierwiastka o 1, w zwiazku z czym wyjsSciowy wielomian ,traci” przy
rozniczkowaniu K pierwiastkéw, gdzie K jest liczba réznych jego pierwiastkow.
7Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Rolle’a, miedzy dwoma sasiednimi

(na osi liczb rzeczywistych) pierwiastkami wielomianu P(z) istnieje pierwiastek
wielomianu P’(z), i w ten sposéb wielomian P’(x) ,zyskuje” K — 1 nowych
pierwiastkow. Uwzgledniajac te dwie obserwacje, potrafimy zlokalizowaé n — 1
(gdzie n to stopient wielomianu P(z)) pierwiastkéw P’(x), liczac krotnosci.
Poniewaz stopiei P’(z) réwniez wynosi n — 1, jest on najedzony.
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Na tym rysunku f'(zo) = tga = 3

x T Jxo \
1

Tlustracja twierdzenia Rolle’a

Uzbrojeni w fakty 11 2 mozemy przejs¢ do dowodu twierdzenia. Zalézmy, ze
wielomian P(x) jest najedzony, i wybierzmy dowolnie k = 1,2,...,n — 1. Poniewaz
rozniczkowanie nie sprawia, ze wielomian staje sie glodny, to stosujac te operacje
(k — 1) razy na wielomianie P(z), otrzymamy wielomian

n! _ (n—1)! _ (k—1)!
R =" ., n—k+1 A n—~k o RS A
@) = G o™ T eyt e T g e
Poniewaz wielomian R(z) jest najedzony, to jego lustrzane odbicie
E—1) k! !
A(z) = 7( ) ap_1z" M TR "

ol 1l (n—k+ 1"
takze jest najedzone. W tej sytuacji rézniczkujac (n — k — 1) razy wielomian $i(z),
dostaniemy najedzony wielomian

(n—k+ 1! (k-1) (n—k) k!

(k—1) _ 2 fve
R ) = 2! T TR TR
(n—k—1)! (k+1)! B
T or kLT
1
= in' . (Ak_ll‘Q —2Ar7 + Ak-}-l)-

Oznacza to, ze wielomian Aj_12? — 2A,x + Ay réwniez jest najedzony, jednak
zgodnie z informacjami przedstawionymi we wstepie do tego artykulu oznacza to,
ze (2A1)% > 4Ax_1Ap11, co jest réwnowazne i koniczy dowdd.

Nieréwnoséci nosza nazwe nierowno$ci Newtona, gdyz Isaac Newton w swoim
dziele Arithmetica Universalis (1707) stwierdzil (bez dowodu), ze liczba
rzeczywistych pierwiastkéw wielomianu P(z) jest nie mniejsza od stopnia
wielomianu pomniejszonego o liczbe zmian znaku w ciagu

A2, A2 — AgAs, AZ— AAs, ..., A2 — An oA, A2

n—1 " n:
Nietrudno przekonaé sie, ze przedstawiona hipoteza jest silniejsza od naszego
twierdzenia, jednak na swéj dowdd czekala ponad 100 lat. Udowodnit ja James
Sylvester w roku 1865.

Nasze twierdzenie nie musiato by¢ az tak cierpliwe, gdyz wykazal je w roku 1729
uczen Newtona, Colin Maclaurin, prébujac uzasadni¢ hipoteze postawiong przez
nauczyciela. Zauwazyl on réwniez, ze jesli wielomian P(z) jest najedzony, a, = 1
i liczby A; sa dodatnie, to zachodzi

VA < "VAL < <V A <A

Sa to tak zwane nieréwnosci Maclaurina. Ich uzasadnienie jest nastepujace: przy
poczynionych zalozeniach dla dowolnego &k =1,2,...,n — 1 mamy
(ApAn_2)(Ap_1A,_3)2 .. (Ap_pp1An_p_1)¥ < A2 (AL . A%k

Lo 2 4 2k—2 Ak k41 - .
co po skréceniu przez Aj,_ A5 _o... A7 0 ) daje AT, < AT 1 ostatecznie

k+\1/An—k—l < VAn—k~

O rézniczkowaniu dla nierézniczkujgcych. Ze wzgledu na mlodszych Czytelnikéw Delty
ponizej prezentujemy krétka ,bajke” o tym, czym to rézniczkowanie jest. Niech f: R — R bedzie
pewng funkcja. Jedli istnieje prosta styczna do wykresu funkcji f w pewnym punkcie (zo, f(x0)),
to tangens kata nachylenia tej stycznej nazwiemy pochodng funkcji f w punkcie xg i bedziemy
oznaczaé przez f'(zo). W szczegélnosci, jesli f/(zo) = 0 dla pewnego zg € R, to styczna do
wykresu funkcji f w punkcie (zo, f(z0)) jest pozioma. Latwo w zwiagzku z tym uwierzy¢, ze
jesli dla pewnych z1 < 2 mamy f(x1) = f(z2) = 0 oraz w kazdym punkcie przedziatu [z1, 2]
istnieje styczna do wykresu funkcji f, to w pewnym punkcie ta styczna jest pozioma, czyli
istnieje z € (z1,x2) takie, ze f'(z) = 0. Mdéwi o tym twierdzenie Rolle’a.

Okazuje sie, ze pochodna wielomianu P(z) wyraza si¢ wzorem P’(z) = na,z™ ! +
+ (n—1an_12" 2 4+ ...+ 2a2x + a1, czego nie bedziemy tutaj dowodzié. Jesli Q(x) i R(x)
sa wielomianami, mozna algebraicznie udowodni¢ nastepujaca réwnos¢, co polecamy jako
¢wiczenie: ,

(R@)Q@)) = R (#)Q() + R@)Q ().
Réwnosé ta jest stuszna nie tylko dla wielomianéw, ale w ogdlnym przypadku dowdd juz
nie jest algebraiczny. Kolejnym ¢wiczeniem jest uzasadnienie, jak z powyzszej réwnosci
wynika fakt, ze jesli a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z), to jest (k — 1)-krotnym
pierwiastkiem wielomianu P’(x).
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O innej, dluzszej historii Zainteresowany
Czytelnik moze poczytaé¢ w artykule

A new look at Newton’s inequalities
autorstwa Constantina Niculescu,

z ktérego korzystalem, piszac niniejszy
tekst. Inspiracje zaczerpnatem z cyklu
wyktadéw Nikhila Srivastavy
wygloszonych na Uniwersytecie
Warszawskim pod tytulem Geometry of
Polynomials. Nagrania z tych wyktadéw
sg udostepnione w serwisie YouTube —
goraco polecam skorzystac.

Przypomnijmy teraz wzory Viete’a: jesli —z1,..., —x, sa pierwiastkami

wielomianu P(z) i a, =1, to

n n
Ap—1 :in’ Ap—2 :inxj’ ey
i=1 i<j
Jesli wszystkie liczby x; sa dodatnie, to spelnione sg zalozenia dla nieréwnosci
Maclaurina. Zwréémy uwage, ze wowczas

apg = T1X2...2Tp.

T+ ...+,

- .
W tej sytuacji nier6wnos¢ Maclaurina stanowi uogélnienie dobrze znanej
nieréwnoéci miedzy srednia geometryczna a arytmetyczna. Warto zwrdcicé
uwage, ze popularny dowdd tej nieréwnosci poprzez zastosowanie indukcji
wstecznej pochodzi od matematyka Augustina Cauchy’ego i zostal opublikowany
dopiero w 1827 roku. Czytelnikom, ktorzy nie sa zaznajomieni z tym picknym
rozumowaniem, polecamy artykut Indukcja wsteczna z A2.

Ao =x122... 20, Oraz A,_1 =

Na zakonczenie warto zaznaczy¢, ze przedstawione twierdzenie nie
charakteryzuje najedzonych wielomianéw. Dla przyktadu, wielomian

423 +42® — 3z — 5 = (z — 1) (4(z + 1)? + 1) nie jest najedzony, ale spelnia
opisane przez (+)) nieréwnosci. Czy w ogdle istnieja takie charakteryzacje? I tak
i nie, ale to juz inna, dluzsza historia.

i Z.adania

Przygotowat Lukasz RAJKOWSKI

M 1651. Zaprojektowaé dwie rézne szescienne kosci do gry, dajace te same
prawdopodobiefistwa wyrzucenia poszczegdlnych sum oczek co dwie kosci
standardowe. Na kazdej Scianie nowej pary kosci ma znalez¢ sie dodatnia liczba
oczek.

Rozwiazanie na str. 11

M 1652. Okrag w lezy wewnatrz okregu o i wspoldzieli z nim Srodek.

W kole ograniczonym przez w znajduje sie punkt P. Znalez¢ taki punkt R na
okregu o, by dlugos$¢ odcinka QR, gdzie @ jest punktem przeciecia okregu w
z odcinkiem PR, byla jak najwicksza.

Rozwiazanie na str. 15

M 1653. Jas wymyslil pewien wielomian P o nieujemnych wspélczynnikach
calkowitych. Malgosia moze pytaé Jasia o wartosé¢ P(a) dla wybranego przez
nig catkowitego argumentu a. Ile pytan potrzebuje Malgosia, aby wyznaczy¢
wielomian P?

Rozwiazanie na str. 12

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1009. Jak wykazujg badania, czas 7 skutecznej reakcji kierowcy na nagle
zdarzenie to okolo 2 s. (a) Jaka bezpieczna odleglo$é sg od jadacego przed

nim pojazdu powinien zachowaé kierowca, jesli oba pojazdy jada z ta sama
predkoscia v? (b) Jaki odcinek drogi powinien widzie¢ kierowca jadacy

z predkoscia v, zeby uniknaé¢ zderzenia z nieruchoma przeszkoda? Przyspieszenie
ziemskie wynosi g, wspdlczynnik tarcia opon o asfalt wynosi f.

Rozwiazanie na str. 14

F 1010. Bardzo daleko od Ziemi meteoroid porusza sie z predkoscia vy wzdluz
prostej mijajacej Ziemie w odleglodci d od jej srodka. Jaka bedzie najmniejsza
odleglos¢ D, na jaka meteoroid zblizy sie do srodka Ziemi? Przyspieszenie
ziemskie wynosi g, promien Ziemi R.

Rozwigzanie na str. 13
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