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Rozwigzanie zadania M 1653.
Jedno pytanie to za malo, gdyz dla
dowolnego a wielomiany P;(z) =z —a

i Po(z) = a — x dadzg te sama odpowiedz.

Okazuje sig¢, ze dwa pytania sg juz
wystarczajace! Na poczatku Malgosia
moze zapytaé o warto$¢ s = P(1). Jest to
suma wszystkich wspdétczynnikéw
wielomianu P, zatem jest nie mniejsza od
kazdego ze wspétczynnikéw. Teraz
wystarczy poprosi¢ o ¢ = P(s + 1);
reprezentacja tej liczby w systemie

o podstawie s + 1 da Malgosi szukane
wspoétczynniki wielomianu P.

Optymalizacja ruchu pojazdéw
za pomocg kwantowego wyzarzania
Pawel GORA*

W informatyce wielokrotnie spotykamy sie z sytuacjami, gdy tworzone
algorytmy sa w pewnym stopniu inspirowane przyroda. Mamy na przyklad
algorytmy genetyczne, mrowkowe, rojowe czy symulowane wyzarzanie. Okazuje
sie, ze obliczenia moga by¢ nie tylko inspirowane przez przyrode, ale réwniez
przez przyrode wykonywane!

Duzo méwi si¢ ostatnio o komputerach kwantowych, w ktérych obliczenia
przeprowadzane sa zgodnie z prawami mechaniki kwantowej i dzigki tym
prawom. Najmniejsza i niepodzielna jednostka informacji kwantowej jest kubit,
jest on odpowiednikiem bitu, bedacego podstawowa jednostka informacji

w przypadku komputeréw klasycznych. Stany kubitu moga by¢ formalnie
reprezentowane jako wektory jednostkowe w dwuwymiarowej przestrzeni
Hilberta nad ciatlem liczb zespolonych. Brzmi skomplikowanie? Co6z, wystarczy
wyobrazi¢ sobie, ze mamy 2-wymiarowa przestrzen punktéw oraz 2 wektory,
ktére oznaczymy jako |0) i |1) (beda one odpowiadaly wartosciom 0 i 1, tak jak
przy standardowych bitach w przypadku komputeréw klasycznych). Wektory

te stanowié¢ beda ortonormalng baze naszej przestrzeni (czyli ich norma to 1
oraz ich iloczyn skalarny to 0). Dowolny punkt naszej przestrzeni mozna wtedy
zapisaé jako |¢| = a|0) + b|1), gdzie a i b sa liczbami zespolonymi. Stany kubitéw
sa wektorami o normie 1 w tej przestrzeni, czyli zawsze bedzie |a|? + [b]?> = 1
oraz — o ile oba wspdélczynniki sa niezerowe — méwimy, ze stan kubitu jest

w superpozycji stanéw |0) i |1). Obliczenia kwantowe moga sprawié, ze zmieniaja
sie stany kubitéw, czyli zmieniaja sie wartosci a i b (zachowujac zalozenie, ze
la|? + |b]> = 1), a na koniec obliczen, aby otrzymaé wyniki, nalezy jeszcze wykonaé
pomiar, ktéry zaburza superpozycje — z prawdopodobiefistwem |a|? odczytamy
warto$é 0, a z prawdopodobiefistwem |b]? warto$é 1 (wynik obliczeri moze by¢
wiec niedeterministyczny). Oczywidcie w komputerze kwantowym mozemy mieé
wiele kubitéw (podobnie jak w komputerze klasycznym mamy wiele bitéw),
majac n kubitéw, mozemy przygotowaé stan bedacy superpozycja stanéw, ktére
reprezentuja wszystkie 2" liczby n-bitowe. Dzigki temu mozemy w pewnym
sensie wykonywaé¢ obliczenia na wszystkich tych liczbach jednoczeénie.

Czym doktadnie sa jednak te kwantowe obliczenia? Obecnie istnieja 2 gléwne
podejscia do obliczen kwantowych: bazujace na bramkach kwantowych
(analogicznie do bramek logicznych w przypadku komputeréw klasycznych)
oraz bazujace na algorytmie kwantowego wyzarzania w przypadku tzw.
komputeréow adiabatycznych. O modelach obliczen kwantowych Czytelnicy
Delty mogli przeczytaé w artykule O modelach obliczeri komputerowych (A12),
a o kwantowym wyzarzaniu w artykule |[Kwantowe wyZarzanie ,klasycznej”
optymalizacji (réwniez Al2). Co ciekawe, te 2 modele obliczen sa réwnowazne,
mozna za ich pomoca wykonywaé takie same obliczenia (ale nie tak samo

i niekoniecznie w takim samym czasie). W tym artykule przedstawiam
interesujace zastosowanie kwantowego wyzarzania, przypomne wiec najpierw
jego gltéowne zaltozenia.

Jak wspomnialem, kwantowe wyzarzanie moze by¢ realizowane na komputerach
adiabatycznych (stowo ,adiabatyczny” oznacza, ze w trakcie obliczen nie

ma transferu ciepta do ani z otoczenia). Waznym pojeciem zwiazanym

z obliczeniami adiabatycznymi jest Hamiltonian, ktéry w tym przypadku
mozna interpretowacé jako przyporzadkowanie danemu stanowi uktadu
fizycznego (np. ukladu kubitéw) jego energii. Pomysl obliczenn na komputerach
adiabatycznych bazuje na tym, ze mozemy stosunkowo tatwo przygotowaé¢ uktad
poczatkowy kubitow, ktérego energia opisywana jest Hamiltonianem, dla ktérego
minimum osiggane jest wtedy, gdy wszystkie kubity sa w stanie superpozycji.
Nastepnie poprzez modyfikacje natezenia pola magnetycznego dzialajacego na
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Rozwigzanie zadania F 1010.

Niech masa meteoroidu wynosi m, masa
Ziemi M, a stala grawitacji G. Podczas
ruchu w polu grawitacyjnym Ziemi

zachowany jest moment pedu L = mugd.

Zachowana jest takze energia

catkowita E:

mu? GMm
2 T 2

gdzie r oznacza odlegtos¢ meteoroidu od

$rodka Ziemi. Ostatnia réwnosé wynika

z faktu, ze bardzo daleko od Ziemi

r — 00, energia potencjalna,

GMm/r — 0. W kazdym punkcie toru

ruchu predkos$é meteoroidu mozemy

roztozy¢ na skladows v,., réwnolegla do

odcinka laczacego srodki Ziemi

i meteoroidu, oraz skladowg vy do tego

odcinka prostopadla. Mamy:

L = mrvg = mvgd oraz GM = gRQ. co

pozwala energi¢ calkowita zapisa¢ jako:

2
771770

'm,vg muv? m U?r, gR*m
5 T2 2 ro
W punkcie toru najblizszym Ziemi
(r = D) mamy v, = 0. Po skorzystaniu

z faktu, ze vy = vod/r, otrzymujemy
réwnanie na poszukiwang odlegto$é D:

U(2, d? 29 R? 2

D2 o= vy =
= D? 4+ 2/952197(12:0.
Y0
Rozwigzaniem jest:
g?R*  gR?

D = d? +

4
0

v, v2
Ziemi¢ oming (D > R) meteoroidy, dla

ktérych

2gR vy
d>Ry[1+ = =Ry/1+ -2,
vo o

gdzie vy oznacza druga predkosé
kosmiczng (predkosé ucieczki
z powierzchni Ziemi): Uf[ = 2gR.

ten uklad kubitéw mozemy doprowadzié¢ go do stanu, w ktérym energia ukladu
opisywana jest za pomoca innego Hamiltonianu, zwiazanego z problemem
obliczeniowym, ktéry nas interesuje i ktérego minimum odpowiadatoby
rozwiazaniu naszego problemu. Przy zalozeniu, ze zmiana natezenia pola
magnetycznego odbywa si¢ dostatecznie wolno i ewolucja uktadu kubitéw
odbywa sie adiabatycznie, uktad kubitéw pozostanie caly czas w stanie
podstawowym, czyli w takim, w ktérym Hamiltonian (zmieniajacy sie tym
razem w czasie) caly czas bedzie osiagal minimum. Dzigki temu na koricu
kubity powinny réwniez by¢ w stanie odpowiadajacym minimum ostatecznego
Hamiltonianu, czyli powinny wskazaé¢ nam rozwiazanie naszego problemu.
Proces ten mozna opisa¢ wzorem:

H(s)=(1—-s)Hy+ sHy,
gdzie H jest Hamiltonianem poczatkowego uktadu kubitow, H; jest
Hamiltonianem docelowego ukladu, a s jest liczba z przedziatu [0, 1]
odpowiadajaca natezeniu pola magnetycznego, zmieniajaca sie¢ w sposéb ciagly
w czasie od 0 do 1. Zmieniajac natezenie pola magnetycznego (a co za tym idzie
— rozwazany Hamiltonian) zachowujemy jednak caly czas warunek, ze kubity sa
w stanie, ktéry minimalizuje aktualny Hamiltonian ukladu. Wazna role w tym
procesie odgrywa zjawisko kwantowego tunelowania, dzigki ktéremu kubity
mogg zmieniaé swbj stan, aby uklad ,przeskakiwal” z minimum lokalnego do
globalnego.

Taki model obliczen jest obecnie nieco idealistyczny, poniewaz w praktyce
trudno jest zapewnié¢ adiabatyczno$é¢ procesu obliczen, a odpowiednio wolne
tempo zmiany natezenia pola magnetycznego powodowaloby zbyt dtugi czas
obliczen. Oznacza to, ze w praktyce uklad moze nie by¢ w stanie pozostac

caly czas w optimum globalnym. Proces, ktory realizuje odpowiednik obliczen
adiabatycznych w $wiecie rzeczywistym, nazywany jest kwantowym wyzarzaniem,
a jego fizyczna realizacja jest obecnie dostepna w maszynach tworzonych przez
kanadyjska firme D-Wave. O szczegdlach tego rozwiazania mozna przeczytaé
m.in. na stronach tej firmy, my zas zajmiemy si¢ w dalszej czesci artykutu
obliczeniami, ktére mozna wykonywaé za pomoca kwantowego wyzarzania.

Okazuje sie, ze projektowanie algorytmow rozwiazujacych okreslone problemy
w przypadku kwantowego wyzarzania wyglada zupelnie inaczej niz w przypadku
tradycyjnych algorytméw projektowanych na maszyny Turinga (czy nawet

na komputery bazujace na kwantowych bramkach). W tym przypadku

istota jest odpowiednie sformulowanie problemu obliczeniowego, a doktadnie:
sformulowaniu go jako tzw. problem QUBO (Quadratic Unconstrained Binary
Optimization), czyli problem minimalizacji wielomianu kwadratowego wielu
zmiennych binarnych:

n 3
QUBO(Q?l, T2, T3, .. ,l‘n) = Z Z Qijl‘ixj,
i=1 j=1
gdzie z; € {0,1}, Q;; € Rdla4,j € {1,...,n}. Przy takim sformulowaniu, problem
QUBO mozna nastepnie ,,przettumaczy¢” na model Isinga, ktéry jest modelem
ferromagnetyka, dla ktérego Hamiltonian odpowiada wiasnie sformutowaniu
QUBO. Dzigki temu dany problem ma juz okre$long interpretacje fizyczna,
mozna ja ,,zakodowaé” w komputerze kwantowym D-Wave. Dalej, zmieniajac
natezenie pola magnetycznego, sprawiamy, ze obliczenia wykonuje przyroda,
zgodnie z idea kwantowego wyzarzania, ewoluujac system zgodnie z rownaniem
Schrédingera.

Przyjrzyjmy sie zatem, jak mozna za pomoca QUBO i kwantowego wyzarzania
rozwiazywacé problemy optymalizacyjne. Zaprezentuje dos¢ prosty i pouczajacy
przyktad pochodzacy z pracy |Traffic Flow Optimization Using a Quantum
Annealer autorstwa naukowcéw z D-Wave i Volkswagena. Dotyczy on
zagadnienia optymalizacji kursowania taksowek w Pekinie. Naukowcy zbudowali
najpierw graf reprezentujacy rzeczywista sie¢ drogowa w Pekinie (oznaczmy
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Rozwigzanie zadania F 1009.
(a) Poczatkowo obaj kierowcy jada z ta
sama predkoscig v. Przyjmijmy, ze
podczas hamowania przyspieszenia obu
pojazdoéw takze sa jednakowe i wynosza
a = —gf, ale drugi kierowca rozpoczyna
hamowanie o 7 pdzniej niz pierwszy.
Odlegtlos¢ miedzy pojazdami sg bedzie
»bezpieczna”, jesli podczas hamowania
odlegto$é¢ miedzy nimi bedzie stale
dodatnia. Od rozpoczecia hamowania do
zatrzymania pojazdu kazdy z nich
przejedzie taka sama odlegtosé, ale drugi
przejedzie odcinek vT, nim zacznie
hamowad, i o tyle zmniejszy si¢ odleglto$é
miedzy pojazdami w chwili, gdy oba juz
sie zatrzymaja. Wynika stad warunek
sp > vT. Dla 7 = 2 s oznacza to, ze

so > 0,55v [km/h].
Przy predkosci 100 km/h sop > 55 m.

(b) Droga s, jaka przejedzie kierowca od
chwili zauwazenia przeszkody (np. klody
lezacej w poprzek drogi) do zatrzymania
pojazdu wynosi

+ 2 + 2

s =vT + — =T
2a 2fg

i co najmniej taki odcinek drogi powinien
widzieé¢ kierowca, zeby unikna¢ zderzenia
z nieruchomg przeszkoda. Dla f=0,7,
g = 9,81 m/s? i predkoéci v = 100 km/h
otrzymujemy s > 55+ 56 m = 111 m. Na
mokrym asfalcie, gdy f =~ 0,3, drugi
sktadnik ro$nie do 131 m i s > 186 m.

Wizualizacja gestosci pojazdéw na poszczegdlnych odcinkach

jego zbiér krawedzi jako S) oraz pozyskali dane o 418 przejazdach takséwek

z centrum Pekinu na lotnisko. Kazda trasa przebiegala przez pewne krawedzie
w grafie, trasy pochodzily z tygodnia kursowania takséwek (zbiér |[T-Drive), ale
na potrzeby eksperymentu zalozono, ze przejazdy odbywaja sie mniej wiecej

w tym samym czasie. Dla kazdego przejazdu dodano 2 alternatywne trasy

(z tego samego miejsca do tego samego celu). Poczyniono réwniez zalozenie, ze
czas przejazdu przez dany odcinek drogi (krawedz grafu) jest proporcjonalny
do kwadratu liczby pojazdéw, ktére przejezdzaja przez dana krawedz (jest

to pewne uproszczenie, ale rozsadne z punktu widzenia tych badan). Celem
badan bylo znalezienie optymalnego (a przynajmniej lepszego niz poczatkowy)
uktadu tras dla tych samych pojazdéw, a wiec dla kazdego przejazdu trzeba byto
swybraé¢” taka trase (sposrdéd 3 mozliwych: poczatkowej oraz 2 dodanych), aby
minimalizowaé¢ laczny czas przejazdu wszystkich pojazdéw. Jak mozna to zrobi¢
za pomoca kwantowego wyzarzania?

Przyjmijmy, ze mamy n = 418 pojazdow, kazdy z nich ma do wyboru 3 rézne
trasy, a g;; beda zmiennymi binarnymi okreslajacymi, czy pojazd i wybrat
trase j (dlai € {1,2,...,n}, j € {1,2,3}), czyli ¢;; = 1, jesli pojazd ¢ wybral
trase j, w przeciwnym razie g;; = 0. Dla kazdego pojazdu ¢ musi by¢ spetniony

warunek:
3 2
(Z Qij — 1) =0,
j=1

(1)
a poniewaz qu = ¢;; (dla mozliwych wartosci 0 i 1), wiec daje to warunek:
—qi1 — ¢i2 — ¢i3 + 2¢i1¢i2 + 2¢i1¢i3 + qi2gis + 1 = 0.

Przyjmijmy réwniez, ze cost(s) jest lacznym kosztem (czasem) przejazdu

wszystkich pojazdéw przez krawedz s, a B; jest zbiorem tych par (i, 7), ktére

odpowiadaja trasom zawierajacym krawedz s. Zgodnie z zalozeniem, ze czas

przejazdu przez krawedz jest proporcjonalny do kwadratu liczby pojazdow, ktére

przejezdzaja przez dana krawedz, mozemy przyjaé, ze cost(s) = (>, qij)?.
(4,4)€Bs

W takim razie mozemy zdefiniowa¢ optymalizowana funkcje celu jako:

n 3 2
Obj = Zcost(s) + AZ(Z qij — 1) :
s€S i=1 j=1
Pierwszy sktadnik odpowiada sumie kosztow przejazdu przez wszystkie
krawedzie. Dodajemy drugi sktadnik z odpowiednio duza wartoscia parametru A,
aby zapewnié, ze w optymalnym rozwiazaniu ten sktadnik bedzie réwny 0, czyli
zapewnione bedzie spetnienie warunku dla wszystkich pojazdéw. Mozna juz
zauwazy¢, ze optymalizowana funkcja kosztu Obj jest sformutowaniem QUBO
dla 3n = 1254 zmiennych g;;. Autorzy pracy ,zakodowali” to sformutowanie
QUBO i przeprowadzili eksperymenty (kwantowe wyzarzanie) na maszynie
D-Wave 2X QPU. Obliczenia trwaly 22 sekundy,
Vo . § po tym czasie udalo im sie znalezé¢ rozktad tras
g il istotnie lepszy niz poczatkowy, co obrazuje ponizsza
grafika z tej pracy.

: Kwantowe wyzarzanie nie jest doskonaty realizacja
- ] obliczen adiabatycznych, nie mozemy by¢ wiec
pewni, ze za kazdym razem znajdziemy najlepsze
rozwiazanie. Poza tym, o ile wiele praktycznych
probleméw da sie zdefiniowaé¢ jako problemy
‘ s optymalizacji kombinatorycznej, to jednak nie
» S | ‘ SRl zawsze latwo jest znalezé odpowiednia reprezentacje
e S QUBO. Jest to jednak ciekawa alternatywa dla
obliczen klasycznych i przypuszcza sie, ze to
wlasnie kwantowe wyzarzanie moze przyczynié sie
do pierwszych praktycznych zastosowan obliczen
kwantowych.

po lewej
wynik dla poczatkowego ukladu tras, po prawej — dla tras znalezionych
za pomocg kwantowego wyzarzania (im ciemniejszy obszar, tym

wigksza gesto$é pojazddéw).
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