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Termin nadsyltania rozwigzan: 31 XII 2020

Przypominamy tres¢ zadan:

Zadania z matematyki nr 807, 808
Redaguje Marcin E. KUCZMA

807. Dane sg liczby A, B > 0; AB < 1. Funkcje f: R - R, g: R — R spelniaja
dla wszystkich z,y € R warunki

f@) = fWl<A-jo—yl, lg9@) -9 < B[z -yl
przy czym f jest roznowarto$ciowym odwzorowaniem zbioru R na caly zbiér R;
ma wiec funkcje odwrotng h: R - R (f(h(z)) = h(f(z)) = x). Udowodnié, ze
funkcja g + h tez jest réznowartosciowym odwzorowaniem zbioru R na caly
zbiér R.
808. Znalez¢ wszystkie pary liczb wymiernych x,y > 1 spelniajacych réwnanie
¥ = zy.
Zadanie 808 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2020

803. Dane sg liczby rzeczywiste a > b > 0. Udowodnié, ze zbiér liczb 804. Niech p bedzie liczbg pierwsza; p > 2. Dla liczby calkowitej r
rzeczywistych x spelniajacych réwnanie |az + b] = |bx + a] zawiera niech A, oznacza zbidr takich permutacji (z1,...,zp) zbioru
pewien przedzial dlugosci 1/a. Pokazaé tez, ze dla dowolnej liczby wszystkich reszt (mod p), ze

b > 0 mozna znalez¢ liczb¢ a > b tak, by rozwazany zbiér zawieral x1 +2x2 4+ ...+ pxry = r (mod p).

przedzial dlugosci wickszej niz 1/a.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
797 (WT = 2,57) i 798 (WT = 2,11)

z numeru 3/2020

Btazej Zmija Krakéw
Michal Adamaszek Kopenhaga
Janusz Fiett Warszawa
Zbigniew Skalik Wroctaw
Franciszek S. Sikorski Warszawa
Pawel Burdzy Warszawa
Marek Spychata ‘Warszawa
Jakub Wegrecki Krakéw
Andrzej Kurach Ryjewo
Marcin Matogrosz Warszawa
Karol Matuszewski Rawicz

Trzej Panowie mijaja lini¢ magiczna 44 p.:
Michal Adamaszek po raz pigty —
Weteran od 17 lat (potem dluga przerwa);

48,34
47,63
44,67
43,94
41,91
41,58
40,62
39,40
38,41
36,93
36,19

Janusz Fiett po raz trzeci — Weteran

od dzis; |
Blazej Zmija — nowy przybysz do
K44M!

Dowiedé, ze jedli 0 < r < s < p, to zbiory A, i A; sa réwnoliczne.

803. Dla ustalonej liczby catkowitej n przedzial I, = [2=2, 2t1=b) jest zbiorem

tych liczb «, dla ktérych |ax + b] = n, za$ przedzial J,, = [”g“, "*;’“) jest
zbiorem tych z, dla ktérych |bx + a] = n. Nalezy wykazaé, ze dla pewnego n
cze$¢ wspllna I, N J,, zawiera przedzial dlugosci 1/a. Poniewaz przedzial I,, ma
taka wtasnie dlugos¢, wystarczy, zeby byt on zawarty w J,,. Taka inkluzja ma
miejsce, gdy jednoczesnie zachodza nieréwnosci 20 > nze  nbleb < ndja
Po prostym przeksztalceniu ta koniunkcja przybiera postaé

n(a—b) <a? - < (n+1)(a—b);
wobec zalozenia a > b jest to réwnowazne nieréwnoéci podwdéjnej
(1) n<a+b<n+l.
Zatem dla n = |a + b] rozwazany w zadaniu zbiér zawiera przedzial I,
dlugosci 1/a.

W dalszej czesci zadania nalezy wykazaé, ze dla kazdego b > 0 istnieje liczba

a > b, dla ktérej rozwazany zbiér zawiera przedzial dluzszy niz 1/a. W tym celu
bierzemy dowolng liczbe a > b taka, ze a + b jest liczba caltkowita. Wowczas
kazda z liczb caltkowitych n = a + b oraz n = a + b — 1 spelnia warunki (1).

Dla pierwszej z tych liczb dostajemy przedziat I,, = [1, 1+ %), zas dla drugiej
I, = [ — %, 1); i kazdy z tych przedzialéw zawiera sie w rozwazanym zbiorze.
Laczac je, dostajemy przedzial dlugosci 2/a; wiec wiekszej niz 1/a; a o to
chodzilo.

804. Teza wynika wprost z tego, ze mnozenie przez element niezerowy jest
bijekcja ciala Z,. W jezyku bardziej elementarnym: jesli (x1,...,zp) jest

permutacja zbioru {0,1,...,p—1}, za$ r jest elementem zbioru {1,...,p—1},
to reszty z dzielenia liczb rxq,rxo, ..., 2, przez p sa wszystkie rézne — tworza
wiec takze permutacje zbioru {0, 1,...,p—1}. Przy tym jesli wyjsciowa permutacja

nalezala do zbioru A; — czyli spelniala zaleznos¢ Y %_, iz; =1 (mod p) — to
po pomnozeniu wszystkich jej wyrazéw przez r utworzy permutacje, w ktérej
analogiczna suma przystaje do r — czyli permutacje nalezaca do zbioru A,.

Zostalo w ten sposéb okre$lone odwzorowanie ze zbioru A; do zbioru A,.

Ono jest odwracalne; wezmy bowiem element ¢t € {1,...,p—1}, dla

ktérego rt =1 (mod p) (taki element ¢ istnieje, bo reszty z dzielenia liczb

r,2r, ..., (p—1)r przez p sa wszystkie rézne i niezerowe). Jesli teraz permutacja
(Y1, -, Yp) znajduje si¢ w zbiorze A,, to po pomnozeniu wszystkich wyrazéw
przez t znajdzie si¢ w zbiorze A;. Uzyskane odwzorowania A; — A, (mnozenie
przez r) oraz A, — A; (mnozenie przez t, gdzie rt = 1) sa wzajemnie odwrotne.
To dowodzi, ze zbiér A, jest réwnoliczny ze zbiorem A;. Skoro tak jest dla
kazdej niezerowej reszty r, znaczy to, ze wszystkie zbiory Ai,..., A,—1 sa
rownoliczne.
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwiazan:

31 XII 2020

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
692 (WT = 2,39), 693 (WT = 1,45)
694 (WT = 3,19), 695 (WT = 2,23)

z numeréw 2/2020 i 3/2020

Pawel Perkowski Ozaréw
Michal Kozlik Gliwice
Tomasz Rudny Poznan

Krzysztof Magiera Losiéw
Jacek Konieczny  Poznan
Ryszard Wozniak Krakow
Aleksander Surma Myszkéw
Stawomir Bué Mystkéw
Tomasz Wietecha Tarnéw
Jan Zambrzycki Biatystok

3—44+9,03
42,82
41,38
39,55
31,13
31,10
27,75
25,72
24,58
23,16

Zadania z fizyki nr 704, 705
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

704. Waska monochromatyczna wiazka $wiatla laserowego pada prostopadle
na siatke dyfrakcyjna, ktorej szczeliny ustawione sg pionowo. Jak zmieni sig¢
obraz interferencyjny na ekranie, gdy siatke obrécimy o kat ¢ < 7/2 wokdl osi
réwnoleglej do szczelin siatki?

705. W jednorodnej kuli o promieniu 2R i gestoéci p znajduje sie wspotérodkowa
kulista wneka o promieniu R. Znalez¢ energie potencjalna punktu materialnego
o masie m znajdujacego sie w wydrazeniu, w odleglosci R/2 od $rodka
wydrazonej kuli. Oddzialywania zewnetrzne zaniedbujemy.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2020

Przypominamy tresé zadan:

700. Jedna okladka powietrznego kondensatora ptaskiego o pojemnosci ¢ jest nienatadowana, druga
jest naladowana tadunkiem g. Okladki polaczono przewodnikiem o duzym oporze. Ile ciepta wydzieli
si¢ w przewodniku po dlugim czasie? Rozmiary okladek kondensatora sa bardzo duze w poréwnaniu
z odleglo$cig miedzy nimi.

701. Mieszanina gazéw ztozona z my = 100 g azotu oraz nieznanej masy tlenu zostala poddana
sprezaniu izotermicznemu w temperaturze T = 74,4 K. Wykres zaleznosci ci$nienia tej mieszaniny
od jej objetosci przedstawia rysunek 1. Znalez¢é mase tlenu oraz ci$nienie pary nasyconej tlenu

w temperaturze T'. Przy ci$nieniu normalnym 7' jest temperaturg wrzenia cieklego azotu, a tlen wrze
w wyzszej temperaturze.

700. Przyjmijmy, ze ladunek ¢ jest dodatni, co nie zmniejsza ogélnosci rozwazan.
Linie pola elektrycznego przed polaczeniem oktadek przedstawione sg na
rysunku 2. Zgodnie z prawem Gaussa warto$¢ wektora natezenia E = q/(2¢05),
gdzie ¢ jest przenikalnoscia elektryczng prézni, a S powierzchniag oktadek.

Po potaczeniu napiecie miedzy oktadkami wynosi zero, znika wiec pole miedzy
okladkami, a ladunki na obu oktadkach sa réwne ¢/2. Linie pola elektrycznego
po polaczeniu przedstawia rysunek 3, pole elektryczne na zewnatrz kondensatora
jest takie samo jak przed polaczeniem, czyli jego energia nie zmienia sie.

Rys. 1 Przed polaczeniem pole miedzy okladkami jest takie samo jak w kondensatorze
0 natadowanym ladunkiem ¢/2. Cieplo wydzielone na oporniku jest réwne energii
> .
1 takiego kondensatora: W = ¢*/(8c).
701. Z wykresu na rysunku 1 wida¢, ze dla objetosci V' < V; tlen i azot
skraplaja sie, a cidnienie jest stale i réwne sumie ci$nien par nasyconych tlenu po
i azotu pny w temperaturze T, gdzie T jest temperatura wrzenia ciektego azotu
pod cignieniem normalnym p, = 10°Pa, zatem p; = po + p.. Dla objetoéci
V1 <V < V5 nastepuje skraplanie jednego z gazéw, a dla objetosci V > V; pary
E E obu gazdw sg nienasycone.
Rys. 2 Zal6zmy, ze w punkcie (p1, V1) rozpoczyna sie skraplanie azotu, a w punkcie (po, V)
skraplanie tlenu. Wtedy ps = po + pan, gdzie pon jest ciSnieniem pary nienasyconej
/2 /2 azotu w punkcie (pa, V2). Poniewaz dla objetosci Vi < V' < V5 azot jest tylko w stanie
gazowym, zachodzi zwiazek ponVa = p, V1. Zgodnie z wykresem pan = p, /2 oraz
p1/p2 =T/4= (po + Pa)/(Po + Pa/2). Stad po = pa/6 = 17TkPa.
Przy zalozeniu, ze tlen zaczyna sie skrapla¢ w punkcie (p1, V1), otrzymaliby$my
wynik po = 6p,, sprzeczny z faktem, ze tlen wrze w temperaturze wyzszej niz
azot, czyli ciSnienie jego pary nasyconej w temperaturze T powinno by¢ nizsze
niz pg.
Mase tlenu mo mozna znalezé z réwnan Clapeyrona: poVe = moRT /uo oraz
poVi =myRT /uyn , gdzie R jest stala gazowa, a po, un masami molowymi tlenu
3 ~
Rys. 3 i azotu. Stad mo = 38g.
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, 0s6éb, ktore nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktoéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez deltami.edu.pl.
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