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Uepez op DIMOZENSA\

Jego Wysokosci, czesé 2
Barttomiej BZDEGA

Przed rozpoczeciem lektury niniejszego kacika warto zapoznaé si¢ z poprzednim,
w ktérym zdefiniowany zostal uklad ortocentryczny (na rysunku A, B, C, H)
oraz jego spodki (A', B, C"), odcinki (AB, BC, CA, AH, BH, CH) i $rodki
tyCh odcinkéw (Ah Bl, Cl, AQ, BQ, CQ)

Poruszajac temat uktadéw ortocentrycznych, byloby nietaktem pominaé¢ dwa
stynne twierdzenia z nimi zwiazane: o okregu dziewieciu punktow i o prostej
FEulera.

Punkty A; i B; sa érodkami bokéw BC i C A, a punkty As i By —

odcinkéw AH i BH, wiec A1 By || AB || A2Bs. Analogicznie dowodzimy,

ze A1By || CH || A2B;. Proste AH i BC sa prostopadle, wiec czworokat

A1 By A3 By jest prostokatem. Z tego wynika, ze odcinki A1 As i B1Bs sy

rownej dlugosci i maja wspélny érodek. To samo mozna udowodnié¢ dla
odcinkéw B1Bs i C1Cs. Te trzy odcinki — A1 Ay, B1By i C1C5 — sa zatem
Srednicami tego samego okregu — nazwijmy go og. Na okregu og lezy rowniez
punkt A’ gdyz albo A’ € {A;, As}, albo |x A1 A’ As] = 90°; analogicznie jest dla
punktéw B’ i C'. Okrag og to stynny okrqg dziewieciu punktéw tréjkata ABC.

Tréjkat A1 B1Cy jest jednokladny do tréjkata ABC w stosunku —% wzgledem
ich wspoélnego srodka ciezkosci GG, zatem opisane na nich okregi o i og réwniez
sg jednoktadne wzgledem G. Z tego wynika, ze punkt G lezy na odcinku OOq
taczacym érodki tych okregdw, przy czym |O9G| = %|OG |. Co wiecej, trojkat
A B>Cs jest jednoktadny do tréjkata ABC w stosunku % wzgledem punktu H,
wiec punkt Og jest srodkiem odcinka OH. Z tego wynika, ze punkty H, G i O
leza w tej kolejnosei na jednej prostej i zachodzi réwnosé |OH| = 2|0G].
Nazywamy ja prosta Eulera tréjkata ABC.

Na koniec zauwazmy, ze w przypadku zdegenerowanego uktadu
ortocentrycznego (H = C) zachodzg réwnosci C = H = A’ = B’ = C,, oraz
Ay = By i Ay = By. Poza tym, ze prostokat A; By As Bo degeneruje sie do
odcinka, nie dzieje sie nic, co mogloby zaszkodzi¢ przeprowadzonemu wyzej
rozumowaniu.

Zadania

1. Udowodnié, ze jesli punkty A, B, C, H tworza uklad ortocentryczny, to:

(a) okregi dziewieciu punktéw tréjkatéw ABC, ABH, BCH, CAH
pokrywaja sie (czyli mozna méwié o okregu dziewieciu punktéw danego
ukladu ortocentrycznego);

(b) proste Eulera tréjkatéw ABC, ABH, BCH, CAH maja punkt wspoélny.

2. Przy oznaczeniach z rysunku udowodnié, ze punkty Ay, By, As, Bo, C1,

Cs sa srodkami szesciu tukdéw, ktére na okregu o9 wyznaczaja punkty

A, B iC.

3. Przy oznaczeniach z rysunku wykazaé, ze |CH| = 2|0C4|.

4. Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest réwnoramienny. Prosta ¢
przechodzi przez Srodek okregu opisanego na tym trapezie, jest rownolegla
do jego podstaw i lezy pomiedzy nimi, dwa razy blizej prostej AB niz
prostej C'D. Punkt P jest rzutem punktu C' na prosta £. Dowiesé, ze
AP1BC.

5. W réwnolegltoboku ABCD kat A jest ostry. Punkt K spelnia warunek
xKAD = xKCD = 90°. Prosta KB przecina odcinek AC w punkcie P.
Udowodnié, ze punkt P oraz srodki odcinkéw AK, BK,CK leza na
wsp6lnym okregu.

6. Odcinki AA’, BB’ i CC’ sa wysokoSciami tréjkata réznobocznego ABC.
Niech A* oznacza punkt przeciecia prostych BC i B'C’, analogicznie
definiujemy punkty B* i C*. Wykazaé, ze punkty A*, B*, C* leza na prostej
prostopadlej do prostej Eulera trojkata ABC.
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