w domysle wladnie €. Zauwazmy, ze spelnia ono nasze
wymaganie (4). Istotnie, baza danych D bez moich
danych oraz baza danych D’, ktéra powstala przez
dodanie do bazy danych D moich danych, réznig

sie jedynie jednym elementem. Dowolne pytanie

na temat bazy danych D, na ktére odpowiedz jest
TAK lub NIE, musi tak naprawde by¢ postaci: czy
nasz raport A(D) nalezy do wyrdznionego zbioru
raportéw T' C S. A wiec, istotnie, dla kazdego pytania
prawdopodobienstwo odpowiedzi TAK tylko nieznacznie
sie zmieni (maksymalnie o okolo €) w zaleznosci od tego,
czy ja bede uczestniczyl w badaniu, czy tez nie. Pojecie
prywatnosci réznicowej unika przykrej wlasnosci, ktora
miala definicja z punktu (3). Mianowicie jesli zrobimy
kilka badan dobrze zachowujacych prywatnosé, to
sumarycznie ujawnia one réwniez niewiele prywatnosci.
Fatwo udowodnié, co polecamy Czytelnikowi, ze

jesli stworzymy n badan, o prywatnosci réznicowej
odpowiednio €1, €9, ..., &y, to sumarycznie to badanie
bedzie mialo prywatnosé réznicowa nie wigksza niz
>oi ;. Czyli intuicja méwiaca o tym, ze algorytm
e-roznicowo-prywatny ,ujawnia € prywatnosci”; jest
dobra — ta miara sie sumuje. Oprécz innych zalet

tego pojecia by¢ moze najwazniejsza jest to, ze mozna
stosunkowo latwo zaprojektowaé system, ktory je
realizuje. Idea jest bardzo naturalna, po prostu do
wyniku zapytania na prawdziwej bazie danych dodaje
sie losowy szum i dopiero ten zaszumiony wynik sie
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publikuje. Jest wiele réznych mechanizméw realizacji
tego pomystu, bo np. warto inaczej traktowaé zapytania
A(D) zwracajace liczby rzeczywiste, a inaczej takie,
ktére przyjmuja tylko skonczenie wiele mozliwych
wartosci. Najbardziej znany mechanizm nazywa

si¢ mechanizmem Laplace’a i dobrze zachowuje si¢

w sytuacji, gdy A(D) przyjmuje wartosci rzeczywiste

z pewnym rozkladem ciaglym. Do wyniku dodaje si¢

w nim zmienna o rozkladzie Laplace’a Lap(A): jesli

X ~ Lap()), to gesto$é zmiennej X wyraza sie wzorem
gx(z) = %6_%. Zainteresowanego Czytelnika zachecam
do zglebiania szczegdtéw. Mimo Ze pojecie prywatnosci
réznicowej jest stosunkowo nowe, to w Internecie mozna
o nim znalez¢ wiele wartosciowych informacji.

Na koniec warto powiedzieé, ze pojecie prywatnosci
réznicowej bardzo szybko zdobywa popularnosc.

Juz teraz wielkie firmy technologiczne, takie jak
Google, Apple, Microsoft czy Facebook, zaczynaja go
uzywaé¢ w swoich zastosowaniach. Przykladowo Google
stosuje prywatnos¢ réznicowa przy analizie zlosliwego
oprogramowania w przegladarce Chrome i korkéw

w duzych miastach w aplikacji Maps, a Apple przy
analizie uzycia emotikonéw w réznych kontekstach oraz
stow niewystepujacych w stowniku. Wiele uniwersytetéw
dodaje do swoich kurséw materialy na ten temat.
Calkiem prawdopodobne, ze jesteSmy w przededniu
duzego sukcesu tego pojecia.

Koniec swiata

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Piotr KRZYZANOWSKI*

W czasach niepewnosci, wielkich zmian, kryzyséw ludzie wigcej mysla

o sprawach ostatecznych. Czy to nie zbliza sie koniec cywilizacji, a moze nawet
catego Swiata? W dawnych czasach dobrym wzorem ladu i uporzadkowania

byl Kosmos w dostatecznie duzej skali. No bo przeciez nie Ziemia, ze swoja
przyziemna nieprzewidywalnoscig — ale juz jej wspélna podroz z Ksiezycem
wokél Stonca, od ,zawsze” taka sama, moglaby stanowi¢ jaki$ punkt odniesienia.
Albo jeszcze lepiej: popatrzmy na caly Uklad Stoneczny! Czy jego leniwie

Pod koniec XIX wieku krol Szwecji

i Norwegii ogtosil z okazji urodzin
konkurs na rozwiazanie zagadnienia ruchu
planet. Konkurs wygral 35-letni Henri
Poincaré. Jednak w jego pracy, ktéra

w miegdzyczasie opublikowano, tkwil
powazny blad. Gdy sie zorientowal,
wykupil caly jej naklad — co kosztowalo
go wiecej niz krélewska nagroda. Za to
poprawiona wersja artykulu potozyta
podwaliny teorii chaosu.

Errata.

W wydrukowanej wersji artykulu
omylkowo zamiast 750 podalismy liczbe
milion, za co przepraszamy! Redakcja).

W naszym przypadku N = 10: Storice
plus osiem planet (w tym Ziemia) i,
z sentymentu, Pluton.

przemierzajace przestrzen planety sa oaza spokoju, przewidywalnosci

i stabilnosci — jesli nie na wiecznos$é, to moze przynajmniej na miliony, lub
lepiej miliardy, lat? Jak trudno rozstrzygnaé to pytanie na gruncie matematyki,
przekonal si¢ sam wielki Henri Poincaré. Ale od czego sa komputery. ..
zwlaszcza ze praktycznie sprawa jest bardzo prosta: nalezy zbadaé trajektorie
ruchu planet w interesujacym nas okresie. Skoro planety poruszajg siec w prézni,
na ich ruch ma wplyw jedynie sila grawitacji ze strony pozostatych cial: przede
wszystkim Stonca, ktérego masa jest okoto 750 razy wieksza od lacznej masy
wszystkich planet.

W najprostszej sytuacji — gdy jest tylko Slonce, o masie mq, i jedna planeta,
0 masie my, — przyciagaja sie one z sita grawitacji o wartosci
F=gl M2 ~2m2 ,
r
dzialajaca wzdluz taczacego je promienia dlugosci r. W ogdlnym przypadku, gdy
mamy do czynienia z zagadnieniem N cial, jest analogicznie: wypadkowa sita
dziatajaca na i-te cialo bedzie suma sil przyciagania go przez pozostale.
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Orbity Ziemi (pomaranczowa)
i Merkurego przez najblizsze 15 lat. Obie
planety oddalaja si¢ od Storica, a na
koniec Merkury jest nawet dalej niz
Ziemia!

—— .

O " — |

0 5 .. 45

Wycinek zmian odlegtosci od Stonca
wzgledem odleglosci poczatkowej przez
najblizsze 50 lat: Merkury — linia
kropkowana, Ziemia — pomaranczowa,
Jowisz — czarna. Tylko Jowisz nie
opuszcza orbity

50

Poniewaz, jak pamietamy z lekcji fizyki, przyspieszenie jest proporcjonalne do
- U z
sity, F' = m - @, a przeciez przyspieszenie @ = — i podobnie v = AL to mnozac
te rownosci przez At dostajemy uklad réwnan
AZ; = At - T,
A’Jz = At . 23751 Fij/mi,
Poniewaz AZ = F1oVe — gstare | podobnie AT = 77OV — 753 4 sila przyciggania
F;; pomiedzy cialem i-tym a j-tym zalezy wlasnie od Z; i ¥;, to powyzsze jest
zamknietym ukladem 2N réwnan (wektorowych w przestrzeni tréjwymiarowej),
ktére wystarczy rozwiazac, na przyklad takim oto algorytmem:

fi nowe __ fl stare + At - 1—)‘1 stare,

—~ nowe __ 7 stare . ﬂ_ . stare .

U; =7; + At Zj#- F;j /m;.
Rzeczywiscie, znajac stare wartosci predkosci i polozenia wszystkich cial,
mozemy na ich podstawie wyznaczy¢ z powyzszego wartosci nowe, tzn. po
czasie At. Okazuje sig, ze wyprowadzona przez nas metoda to nic innego,

jak znany i popularny schemat Eulera. O tym, ze wspaniale radzi sobie
np. w modelowaniu choréb zakaznych, mozna byto przeczyta¢ w Delcie 5/2018.

dlai=1,...,N.

Naszym celem bedzie teraz zbadanie, czy Uklad Stoneczny nie rozpadnie sie
przez, powiedzmy, najblizsze 10 tysiecy lat — w ludzkiej skali to dostatecznie
dlugi czas. Masy oraz dzisiejsze poczatkowe potozenia i predkosci wszystkich
obiektow pobierzemy ze strony internetowej NASA| dotyczacej projektu
Horizons. Przy tak dtugim czasie symulacji uzyjemy niesamowicie krétkiego
kroku czasowego, At = 2 godz., i bardzo szybkiego komputera. Fani rubryki
o mocnym kodzie wybacza mi, ze jedynie w pseudokodzie naszkicuje sedno
powyzszego algorytmu (prawdziwa implementacje, z ktorej pochodza obrazki,
zrobilem w MATLAB-ie):

Schemat Eulera:
t =0; T = 500 lat; dt = 2 godziny;
x = (*..pofozenia poczatkowe..x); v = (*..predkosci poczatkowe..x),
whilet < T
F = sita_wypadkowa(x);

X = X + dtxv;

v = v + dt*F;

t =t + dt;
end

Co wynika z przeprowadzonych symulacji? Wiesci sa nad wyraz
niepokojace. Z wykresu obok wynika, ze jeszcze w obecnym stuleciu Merkury
zostanie wytracony ze swojej orbity!

Co gorsza, symulacja przewiduje, ze podobny los czeka Wenus i Ziemie: zaledwie
za 30 lat promient naszej orbity wzro$nie dwa razy — co spowoduje, ze bedzie

do nas dociera¢ 8 razy mniej energii ze Stonca. Nic nie pomoze, nawet globalne
ocieplenie: nasza planeta zacznie zamarzacé. Za mniej niz 500 lat Ziemia znajdzie
sie 10 razy dalej od Stonca, a to juz oznacza catkowity i nieodwotalny koniec...
Tylko odlegte planety—olbrzymy: Jowisz, Saturn, Uran i Neptun przetrwaja ten
kataklizm.

Czy to prawda? Czy rzeczywiScie jeszcze za naszego zycia czekaja nas tak
dramatyczne wydarzenia? Dlaczego tak musi sie sta¢? Przyjrzyjmy sie
otrzymanym rozwiazaniom raz jeszcze, ale z innej strony — i zastanéwmy sie, czy
czasem nie zostaliSmy oszukani. Na wykresach na nastepnej stronie mozemy
zobaczy¢, jak bardzo wraz z uplywem czasu calkowita energia ukladu odchyla
sie od wartosci poczatkowej.

Okazuje sig, ze schemat Eulera, ktory przeciez tak dobrze sprawdza sie w wielu
innych sytuacjach, tutaj napotyka powazny problem: w sposob sztuczny pompuje
do ukladu energie, ktérej juz po kilkudziesigciu latach przybywa kilka procent!
Jasne wiec, ze wiele cial tego nie wytrzymuje i urywa si¢ z orbit — tyle, ze
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Wzgledna zmiana energii catkowitej uktadu w czasie. Od lewej: schemat Eulera (1% juz po 50 latach), symplektyczny schemat Eulera (10’3 przez
50 tysiecy lat), schemat Verleta (10™* przez 50 tysiecy lat)

Ten schemat odkryla Abby Aspel.
Sprawdzajac, czy nie pomylila sie
w programowaniu metody Eulera,
zmienita kolejnos¢ instrukcji w petli!

Trajektorie wszystkich planet przez
koricowe 70 lat z symulacji schematem
Verleta obejmujacej 50 tysiecy lat.
Kropkowang linig zaznaczono orbite
Plutona (ktéra i teraz jest az tak
ekscentryczna). Pomaranczowa kropka
w $rodku to orbita Ziemi

jest to wylacznie artefakt symulacji: w koncu prawdziwe planety zasada
zachowania energii przeciez obowiazuje. Problem nierespektowania fizycznych
zasad zachowania dotyczy nie tylko schematu Eulera, ale tez wielu innych
popularnych metod numerycznych wyznaczania trajektorii uktadow
dynamicznych. Na przyklad znana i lubiana metoda RK4, duzo doktadniejsza
od Eulera, tez cierpi na podobna chorobe: w niej z kolei energia powoli, ale

nieublaganie... znika.

Z drugiej strony, zgodnie z teoria zbieznoéci schematu Eulera, wystarczy
dostatecznie zmniejszy¢ At, by z dowolng zadana dokladnoscia uzyskaé
rozwiazanie. Jednak w moim przypadku zmniejszenie At do minut lub — by¢
moze — sekund nie wchodzi w gre z prozaicznych powoddw: nie mam az tak

szybkiego komputera!

Jest jednak promyk nadziei: mozna ulepszy¢ schemat Eulera jednym
subtelnym ruchem reki — i nie jest to gest siegania po karte kredytowa w celu
kupna nowego komputera. Wystarczy po prostu zmienic¢ kolejno$¢ dwdoch

instrukcji w petli, o tak:

Symplektyczny schemat Eulera:

t = 0; T =500 lat; dt = 2 godziny;

x = (*..pofozenia poczatkowe..*); v = (*..predkosci poczatkowe..x),

whilet < T
F = sita_wypadkowa(x);
v = v + dtxF;
X = X + dt*v;
t=1t+dt

end

Jak wida¢ na srodkowym wykresie na gérze strony, tym razem energia nie jest co
prawda idealnie zachowana, ale przynajmniej oscyluje wokol pierwotnej wartosci.
Orbity uzyskane w ten sposéb przez tysiace lat trzymaja fason i nie rozwijaja
sie w dramatyczne spirale. Jeszcze lepsza — i jednoczeénie dokladniejsza — jest
metoda leap—frog, zwana tez schematem Verleta.

Wykres obok pokazuje, ze w jej
przypadku odchylenie nie przekroczyto
jednej dziesieciotysiecznej na
przestrzeni 50 tysiecy lat!

I tym sposobem, po zmianie schematu
na symplektyczny schemat Eulera

(a tym bardziej na metode leap—frog),
Swiat zostal uratowany: przez
kolejne dziesiatki tysiecy lat — jak

na rysunku obok — ruch planet jest
uspokajajaco cykliczny, jak w zegarku.
Uktad Stoneczny trzyma sie stabilnie!

Moze wiec nie bedzie tak zle?
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Wyecinek zmian odleglosci od Storica wzgledem
odlegtlosci poczatkowej przez najblizsze

50 tysiecy lat, obliczony schematem Verleta
z At = 10 dni. Merkury — linia kropkowana,
Ziemia — pomaranczowa, Jowisz — czarna.
Tym razem wszystko przebiega cyklicznie, jak
w zegarku
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