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Zbiér X jest skonczony, gdy istnieje
liczba n € N oraz bijekcja migdzy
zbiorami X oraz {1,..., n}. Piszemy
wtedy réwniez | X| = n.

Zbiér pusty jest traktowany jako
przedzial, wobec tego zalozenie
niepustego przedzialu ma sens.

Wykres funkcji f(z) =1 — 2|1/2 — z|
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O uogoblnieniach i uszczegodlnieniach
probleméw matematycznych

Karol GRYSZKA*

W trakcie lektury artykutu Piotra Chrzastowskiego-Wachtela o uogdlnieniach
(A2,) przypomniatem sobie o kilku innych problemach matematycznych, ktére
podlegaja opisanej tam zasadzie. Przypomne — problem postawiony w pewnym
szczegblnym przypadku moze okazaé sie trudniejszy do udowodnienia niz
problem ogdlny. Z drugiej strony wiem, ze czasami rozwiazanie przypadku
szczegblnego daje gotowe rozwigzanie przypadku ogdlnego. Chcialbym
przyblizy¢ Czytelnikowi kilka innych przyktadow takiego postepowania, ktore
poznalem w trakcie studiéw oraz podczas wedrowki po ciekawych problemach
matematycznych.

Do pierwszego problemu niezbedne jest krotkie wprowadzenie terminologiczne.
Funkcje f: X — Y nazywamy iniekcja (funkcja réznowartosciowa), jesli

z warunku x1 # xo wynika, ze f(z1) # f(x2). Funkcje f nazywamy surjekcja
(funkcja na), gdy dla dowolnego y € Y istnieje z € X takie, ze f(z) = y. Funkcja,
ktoéra jest jednoczesnie iniekcja i surjekcja, to bijekcja.

Problem 1: Niech X bedzie zbiorem skonczonym. Udowodnié¢, ze dowolna
iniekcja f : X — X jest bijekcja.

Rozwiazanie: Uogélnijmy problem: udowodnimy, ze jezeli X oraz Y sa
zbiorami skoriczonymi o tej samej liczbie elementéw oraz f : X — Y jest iniekcja,
to f jest bijekcja. Rozwiazanie przebiega indukcyjnie ze wzgledu na liczbe n = | X|
elementow zbioru X. Oczywiscie przypadek n = 1 jest spelniony, przechodzimy
zatem do kroku indukeyjnego. Niech |X| = n + 1. Niech y € Y bedzie takie,

ze f(x) =y dla pewnego = € X. Takie x jest jedyne na mocy iniektywnosci,
zatem mozna rozwazy¢ funkcje g : X \ {z} — Y \ {y} dana wzorem g(a) = f(a)
dla a € X\ {z}. Wtedy |X \ {z}| = n oraz g jest iniekcja. Istotnie, jezeli z1,

xe € X\ {z} 1z # 22, to f(z1) # f(x2). Zauwazmy teraz, ze f(x1) # y # f(x2)
(ponownie korzystamy z iniektywnosci), zatem réwniez g(z1) # g(z2). Tym samym
g jest iniekcja, a wiec z zalozenia indukcyjnego jest ona bijekcja. Stad juz tatwo
wynika, ze f jest bijekcja (dorzucamy po réznym od pozostatych punkcie do
dziedziny i przeciwdziedziny).

Rozwiazanie problemu wyjsciowego polega teraz na zastosowaniu udowodnionego
przed chwila ogélniejszego faktu dla Y = X.

Dlaczego tego samego rozumowania nie mozna poprowadzi¢ w przypadku funkcji
f+ X — X7 Usuniecie jednego elementu z dziedziny i przeciwdziedziny nie
gwarantuje, ze dziedzina i przeciwdziedzina g beda tym samym zbiorem, a tylko
wtedy moglibySmy skorzystaé z zalozenia indukcyjnego!

Problem 2: Niech f : [0,1] — [0, 1] bedzie dane wzorem f(z) =1 —2|1/2 — z|.
Niech ponadto A oraz B beda dowolnymi niepustymi przedziatami (otwartymi
lub domknietymi jedno- lub obustronnie), ktérych korice sa liczbami
niewymiernymi. Uzasadnié, ze istnieje takie n, ze f™(A)N B # 0, gdzie f™ oznacza
n-krotne ztozenie funkcji f.

Rozwiazanie: Postawmy ogolniejszy problem. Uzasadnimy, ze dowolny
niepusty przedzial otwarty (a,b) ma te wlasnoéé, ze f™((a,b)) = [0, 1] dla pewnego
n > 0. Niech J = (a,b) i |J| bedzie dlugoscia tego przedziatu. Zauwazmy, ze
jezeli 1 ¢ J, to |f(J)| jest przedzialem dwukrotnie dtuzszym niz |J|. Tym samym
kolejne przeksztalcenia J przez f sa przedziatami dtugosci |J|, 2|.J|, 22|J|, 23|J]
i tak dalej, o ile do zadnego z wymienionych zbioréw nie nalezy % Wobec
powyzszego istnieje takie k > 0, ze 3 € f*(J). Ale f(1/2) =11 f(1) =0, czyli

0 € f**2(J) i wobec tego f**2(.J) jest przedzialem postaci K = [0,c) dla pewnego
¢ > 0. Teraz f ponownie podwaja dlugos¢ przedzialu K, wobec tego dla pewnego
€ >0 zachodzi 3 € f(K). Tym samym [0,1/2] C f*(K) i wystarczy jeszcze
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Roéznica pola szarego i pomaranczowego
zbioru we wszystkich powyzszych
przypadkach jest taka samal

zauwazy¢, ze
(0,1 = F([0,1/2)) € fHHK) = f7 (f542(0)) = R 0),
Rozwiazanie pierwotnego problemu polega teraz na zauwazeniu, ze dowolny

przedzial A postulowany w tresci zadania zawiera w sobie przedzial otwarty oraz
jesli f*(A) = [0,1] z przypadku ogdlnego, to tym bardziej f™(A) N B # (.

Zauwazmy, ze w ogdlniejszym problemie rozwazamy wylacznie jeden przedziat,
drugi za$ przestal mieé¢ znaczenie (nie uzyliémy takze niewymiernosci koricéw
przedzialéw). Tymczasem gdyby$my prébowali kontrolowaé oba przedziaty
jednoczeénie, moglibySmy mieé znacznie wiecej probleméow z ustaleniem istnienia
odpowiedniego n.

Problem 3: Kolo o promieniu 15 przecina sie z kotem o promieniu 20 pod
katem prostym. Wyznaczy¢ réznice pél tych czedci ko, ktore nie sa wspdlne
dla obu.

Rozwiazanie: Rozwazmy dwie dowolne figury, ktorych czes¢ wspdlna jest
jakims innym ksztaltem. Niech pola dwéch ksztattéw beda odpowiednio réwne
A oraz B (mozna zalozyé¢, ze A > B) oraz pole czesci wspoélnej jest réwne X > 0.
Wtedy szukane pole jest rowne

(A-X)-(B-X)=A-B.
Zatem pole z problemu jest réwne
(20% — 15%)7 = 1757.

Zapewne niejeden mistrz rachunkow i geometrii zaczaltby to zadanie od
wyznaczenia pola czesci wspolnej. Wszak kat prosty przeciecia brzmi tak
kuszaco... Tymczasem wystarczy rozwazy¢ problem ogdlny, gdyz ksztalty figur
oraz pole czedci wspdlnej nie odgrywa zadnej roli. Jednoczednie pozbywamy sie
uciazliwych rachunkow i otrzymujemy rozwiazanie problemu z kotami.

Problem 4: Udowodni¢, ze dla dowolnej kwadratowej siatki 2™ x 2™ istnieje takie
pokrycie ptytkami w ksztalcie litery L, zlozonymi z trzech kwadratéw, ktore
pozostawia jeden z czterech centralnych kwadratéw odkryty (przypadek n = 2
oraz n = 3 na marginesie).

Rozwiazanie: Rysunek dla przypadku n = 3 sugeruje pewna metode
wypelniania, ale Czytelnik szybko przekona sie, ze metody tej nie da sie
powtorzyé dla n = 4. My za$ rozwiazemy problem, dowodzac, Zze mozna znalezé
takie pokrycie, dla ktorego dowolnie z géry wybrany kwadrat pozostanie
odkryty. Z tego oczywiscie natychmiast wynika pozytywne rozwiazanie problemu.
Rozumowanie przebiega oczywiscie indukcyjnie wzgledem n i przypadek n =1 jest
oczywisty.

W kroku indukcyjnym ustalmy dowolne n > 1 i kwadrat 2™ x 2" podzielmy
na cztery mniejsze kwadraty, jak na rysunku ponizej. Pomaranczowy
kwadrat to nasze dowolnie wybrane, ale ustalone pole, ktorego nie mozemy
przykryé. W trzech kwadratach z podzialu, ktore nie zawieraja wyréznionego
pomaranczowego pola, zaznaczamy te plytki, ktore sa naroznymi polami
centralnego bloku 2 x 2. Korzystamy teraz z indukcji i wypelniamy wszystkie
cztery kwadraty plytkami tak, aby nie nakryé pol pomaranczowego i szarych.
Nastepnie szare pola nakrywamy pojedyncza plytka. Dowdd jest zakonczony.
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przypadkéw n = 3 oraz n = 4. Kazda szara plytka odpowiada tej wykorzystanej

F?O (oot So Rysunki ponizej prezentuja odpowiednie wypelnienie metodg indukcji dla
q00 1470 040",\%40/‘
! w dowodzie indukcyjnym.

Przedstawione powyzej rozumowanie jest w swojej naturze zblizone do tego

z Problemu 1: bez problemu radzimy sobie z indukcja w sytuacji ogdlnej,
natomiast przypadek szczegblny (niezakryte pole w centrum kwadratu) nas
przerasta. Oczywiscie mogliby$my konstruowaé odpowiednie wypelnienia, jak to
zrobiliémy w przypadkach n = 2 oraz n = 3, ale jak si¢ przekonalidmy powyzej,
konstrukcja w jednym przypadku nie przenosi sie na kolejne.

m Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1648. Na tablicy zapisanych

jest 5 (niekoniecznie réznych) liczb
rzeczywistych. Dla kazdej pary liczb

z tablicy na osobnej karteczce zapisano
ich sume. Karteczki pomieszano, a tablice
starto. Czy na podstawie liczb z karteczek
mozna odtworzy¢ liczby z tablicy?
Rozwiazanie na str. 7

M 1649. Na tablicy zapisanych jest

5 réznych liczb rzeczywistych. Dla kazdej
pary z, y liczb z tablicy na osobnej
karteczce zapisano liczbe |z — y|. Czy moze
sie zdarzy¢, ze na karteczkach zapisano
liczby catkowite od 1 do 107

Rozwiazanie na str. 13

M 1650. Na tablicy zapisanych jest n > 3
réznych liczb rzeczywistych, przy czym n
jest liczba nieparzysta. Dla kazdej pary

x, y liczb z tablicy na osobnej karteczce
zapisano liczbe |z — y|. Wykazaé, ze
wszystkie karteczki mozna podzieli¢ na dwa
stosy o réwnych sumach zapisanych liczb.
Rozwigzanie na str. 7
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1007. Cialem szarym nazywane jest nieprzezroczyste cialo, ktore
w calym zakresie widma fal elektromagnetycznych absorbuje ten
sam ulamek a energii promieniowania termicznego padajacego na
jego powierzchnie. Zgodnie z prawem Kirchhoffa takie cialo emituje
utamek a energii promieniowanej przez ciato doskonale czarne

o réwnej mu temperaturze. Wspélezynnik a nazywany jest

w zwiazku z tym wzgledna zdolnoscia emisyjna.

Plaskie, rownolegle powierzchnie dwoch cial znajduja sie

w niewielkiej odlegtosci od siebie. Powierzchnia A, o zdolnosci
emisyjnej a; = 0,8, utrzymywana jest w temperaturze 77 = 320 K,
a powierzchnia B, o as = 0,9, w temperaturze T = 295 K.

Ile wynosi wypadkowy strumien I energii promieniowania
termicznego przeplywajacej miedzy tymi powierzchniami?

Stata Stefana-Boltzmanna o = 5,67 - 1078 Wm™2K~*. Odleglosé
miedzy powierzchniami jest mala w poréwnaniu z ich rozmiarami

i efekty brzegowe mozna zaniedbad.

Rozwiazanie na str. 21

F 1008. Zmierzono, ze utrzymanie staltej réznicy temperatur
miedzy powierzchniami plaskiej plyty miedzianej o grubosci

d =10 cm wymaga dostarczania strumienia energii (ciepla) w ilosci
I =121 Wm™2. Ile wynosi utrzymywana réznica temperatur AT'?
Wspélezynnik przewodnictwa cieplnego miedzi A = 401 WK~!m™!.
Straty ciepta przez krawedzie boczne plyty pomijamy.

Rozwigzanie na str. 1
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