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Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
686 (WT = 3,23) i 687 (WT = 2,4)

z numeru 11/2019

Tomasz Rudny
Michal Kozlik
Pawel Perkowski
Krzysztof Magiera
Jacek Konieczny
Ryszard WozZniak
Aleksander Surma
Mateusz Kapusta
Stawomir Bué

Poznan
Gliwice
Ozaréw
FLosiéw
Poznan
Krakéw
Myszkéw
Wroctaw
Mystkéw

41,38
39,70
36,18
32,62
29,80
28,77
27,75
25,37
22,22

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2020

Przypominamy tres¢ zadan:

696. Z punktu A kondensatora cylindrycznego wylatuje lekko rozchodzaca si¢ wigzka jonéw
dodatnich. Kat rozwarcia wigzki wynosi a (rys. 1, 2). Wszystkie jony w wigzce maja taka sama
energie. Jony, ktérych predkosé w punkcie A jest prostopadta do odcinka OA, poruszaja si¢ po
okregu o promieniu rg = |OA|, wspélsrodkowym z okladkami kondensatora. Wykazaé, ze wiazka
jonéw ponownie zogniskuje sie¢ w pewnym punkcie B, i znalezé kat AOB. Wyznaczy¢ maksymalng
szeroko$¢ wigzki.

697. W uktadzie przedstawionym na rysunku 3 oba bloczki nie obracaja sie, a nitki mogg $lizgac sie
po nich bez tarcia. Bloczek ruchomy jest niewazki, masy ciezarkéw sa dane. Znalezé przyspieszenie
ciezarka o masie 3m.

696. Linie pola elektrycznego w kondensatorze cylindrycznym skierowane

sg wzdluz promieni okladek i w rozwazanym przypadku maja zwrot

do punktu O. Z prawa Gaussa warto$¢ natezenia pola E = b/r, gdzie r

jest odlegloscig od punktu O, b stala proporcjonalnoéci. Przyspieszenie
dosrodkowe jonu poruszajacego sie po orbicie o promieniu ry wywotane jest

sita F'= gb/ro = mwiry, stad predkosé¢ katowa jonu wg = /qb/(mrd).

Na jon odlegly o g 4+ x od $rodka okregu O dziala w ukladzie wirujacym wokot
osi kondensatora sila
qb
o+
gdzie w jest predkoscig katowa jonu i mozemy ja otrzymacé z zasady zachowania
momentu pedu:

r =

+ mw? (ro + ),

mword = mw(re +z)°,  w=werd/(ro +z)*

Stad
P bq (27’01‘ + x2)
Dla z < rg
2b
PR N
To

Jony, ktérych predko$é w punkcie A tworzy maty kat z predkoscia jonéw na
podstawowej orbicie, wykonuja radialne drgania harmoniczne o okresie

T = 21\/m/k = 277\/77M7

ktéry jest jednakowy dla wszystkich jonéw. Po czasie T'/2 wszystkie jony,
ktére wystartowaly w punkcie A, spotkajg sie w jednym punkcie B orbity
podstawowej. Szukany kat AOB ma warto$é¢ ¢ = woT/2 = 7/v/2 .
Zwiazek miedzy amplituda drgan w ruchu harmonicznym i maksymalna
predkoscia ma postaé: Tmax = VmaxI/(27). W naszym przypadku

Umax = WoTo sin /2 & worga /2.
Maksymalna szerokos¢ wiazki jonéw

d=2Tmax = 7"004/\/5.

697. Ciezarki 1 i 2, o lacznej masie 3m, §lizgaja sie po ruchomym bloczku,
zatem naprezenie N nici, na ktérej zawieszony jest ten bloczek, jest mniejsze
od 3myg. Ciezarek 3 porusza si¢ w dél, a jego rownanie ruchu ma postaé

3ma = 3mg — N, gdzie a jest szukanym przyspieszeniem.

Poniewaz bloczek ruchomy jest niewazki, naprezenie Ni nici, na ktorej
zawieszone sa ciezarki 1 i 2, réwne jest polowie naprezenia gérnej nici: Ny = N/2.

Oznaczmy przez a; przyspieszenia ciezarkow 1 i 2 w ukladzie nieinercjalnym
zwigzanym z ruchomym bloczkiem. Réwnanie ruchu ukladu obu ciezarkéw ma

postaé
3ma; =m(g+a),

rownanie ruchu ciezarka pierwszego
may; = N/2 —mg — ma.
Rozwiazujac powyzszy uklad rownan, otrzymujemy wynik:
a=g/17.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadain z numeru 4/2020

Przypominamy tresé zadan:

799. Czy da sie tak uporzadkowaé zbiér wszystkich dodatnich liczb catkowitych, by otrzymac ciag
réznowartoéciowy, w ktérym kazde dwa sgsiednie wyrazy albo réznig si¢ o 2, albo jeden z nich jest
dwukrotnosciag pozostatego?

800. Dla ustalonych liczb dodatnich a, b okre§lamy funkcje f: (0,00) — R wzorem

flz) = %(eXp(f% +1) +eXp<f§ +1>>.

e Uzasadnié, ze istnieje dokladnie jedna liczba L = L(a,b) > 0, dla ktérej f(L) =1, i ze
min{a, b} < L(a,b) < max{a, b}; zatem liczba L(a,b) moze by¢ uwazana za pewng $rednig liczb a, b.
e Znalezé, gdzie ta $rednia wpisuje sie w cigg nieréwnosci H(a, b) < G(a,b) < A(a, b) miedzy Srednimi:
harmoniczng, geometryczng i arytmetyczng liczb a,b?

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
793 (WT =1,62) i 794 (WT = 2,50)
z numeru 1/2020

799. Jest to mozliwe. Przedstawimy jedna z mozliwych konstrukcji.

Niech a bedzie dowolng dodatnia liczba nieparzysta. Spdjrzmy na ciag
a—2a=—a+1—>2a+2—=>2a+4—a+2=— 2a+5,

w ktérym pojedyncza strzalka oznacza jedna z dopuszczalnych operacji (z + 2,

x—2,x-2, x/2), za$ podwdjna strzatka (=) oznacza wielokrotne dodanie lub

odjecie dwdjki, przebiegajace monotonicznie przez wszystkie liczby tej samej

parzystosci, co liczby polaczone ta podwdjng strzatka. Na przyklad dla a =7

Janusz Fiett Warszawa 43,82

Franciszek S. Sikorski Warszawa 41,28

Fukasz Merta Krakéw 40,14

Zbigniew Skalik Wroctaw 40,04

Btazej Zmija Krakéw 39,73

Michal Adamaszek Kopenhaga 39,02

Pawel Burdzy Warszawa 38,82

Jakub Wegrecki Krakéw 37,06 mamy Cl@g

Marek Spychata Warszawa 36,69 =
Andrzej Kurach Ryjewo 36,30

Widaé, ze w bliskim czasie czeka nas
ogromny wysyp czterdziestoczworek.

7—>14—-12—-10—-8—>16—-18—>9—11 =213 —> 15— 17— 19

=

(jedynie dla a = 1 strzatka 2a = a + 1, czyli 2 = 2 jest ,pusta”). W tak

okre$lonym ciagu wystepuja wszystkie liczby naturalne z przedziatu [a, 2a + 5],

kazda jednorazowo.

Wystarczy teraz okredli¢ liczby a1, as, as, .

.. wzorem rekurencyjnym a; = 1,

Gn4+1 = 2ay, + 5 1 zastosowac podang konstrukcje w kazdym z przedziatow

[an,an+1].

800. Funkcja f jest ciagla i rosnaca, a jej granice przy
konicach dziedziny (0, 00) wynosza 0 oraz e. Zatem liczba
L = L(a,b), dla ktérej f(L) = 1, jest jednoznacznie

okreslona. Wykazemy, ze H < L < G (gdzie H = %,

G = Vab); stad tez wyniknie, ze L lezy pomiedzy a i b.
Wobec $cistej monotonicznoéci funkeji f wystarczy
dowiesé, ze f(H) <1< f(Q).

Niech g(z) = e~ */* dla x > 0; jest to funkcja rosnaca.
Skoro H = %, zatem

2 2b
(1) J(H) = 5 (9(u) +9(v)), gdeie u= T v= "0
u 4 v = 2. Badajac znak ¢”(x), stwierdzamy, ze funkcja g
jest wklesta w przedziale [%, 00). Jezeli wiec liczby u,v leza
w tym przedziale, to g(u) + g(v) < 29(“—'2"”) =2/e. Jedli
za$ np. u < %, rozwazamy dwa podprzypadki (pamietajac,
7e v =2—u):
gdy $ <u<3: glu)+g(
gdy 0<u<i: g(u)+g(v)

() =2 e
g(2) =e 3 +e7 /2
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Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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we wszystkich przypadkach uzyskane wartoéci

nie przekraczaja 2/e. Otrzymane oszacowanie

g(u) + g(v) < 2/e pokazuje (zgodnie ze wzorem (1)),
ze f(H) < 1.

Pozostalo do wykazania, ze f(G) > 1; do tego uzyjemy
funkeji h(z) = e=* + e~ /% bowiem

@) f(G)zf(@):;h( Z).

Nietrudno si¢ przekonaé, ze dla x > 1 zachodzi
nieréwno$é h'(x) > 0, czyli e /% > x2e~®, réwnowazna
(przez logarytmowanie) nieréwnosci —1/x > 2Ilnx — x;
te ostatnia nieréwnoséé sprawdzamy bez trudu,
przenoszac wszystko na jedna strone i ponownie
rézniczkujac. Zatem istotnie h'(x) > 0 dla x > 1; stad
h(z) > h(1) = 2/e dla x > 1. Poniewaz bez straty
ogdblnosci mozna przyjaé, ze a > b, ze wzoru (2) wnosimy,
ze f(G) = 1. To koficzy rozwiazanie.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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