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U(nie)jednorodnianie nieré6wnosci
Barttomiej BZDEGA

W calym artykule stosujemy oznaczenia X = (x1, ..
aX = (az1,ax2, ..

., Tp) Oraz
.,aZy). Bedziemy pisaé F(X) dla oznaczenia wyrazenia, w ktérym

wystepujg zmienne z1,xa, ..., T, Zbiér RY stanowig te X, w ktérych xq,..., 2, > 0.
Stopniem jednomianu J(X) = 2% ... 2% nazywamy liczbe d = ki + . .. + k,,. R6wnosé

J(aX) = a?J(X) jest podstawa do uogélnienia pojecia stopnia: jedli istnieje takie d,
ze dla kazdego a > 0 zachodzi réwnosé F(aX) = a®F(X), to wyrazenie F nazywamy
jednorodnym, a liczbe d — jego stopniem. Zauwazmy, ze dla kazdego d mozemy
powiedzie¢, ze wyrazenie zerowe ma stopien d.

Nier6wno$é N (X), w ktérej wystepuja zmienne z1, ..., Z,, nazywamy jednorodna,
jesli obie jej strony sa wyrazeniami jednorodnymi tego samego stopnia.

Zalézmy, ze nieréwno$é N'(X) jest pod pewnym warunkiem W réwnowazna
jednorodnej nieréwnosci N*(X), przy czym warunek W ma postaé F;(X) = Fy(X),
w ktérej Fy i Fy sg jednorodnymi wyrazeniami réznych stopni, ktére przyjmuja
wylacznie dodatnie wartodci. Jest wowczas jasne, ze jesli N*(X) zachodzi dla
wszystkich X € R, to N'(X) zachodzi dla wszystkich X € R’} spelniajacych
warunek W.

Takie postepowanie spotykamy doéé¢ czesto — za pomoca danego warunku W
ujednorodniamy nieréwnosé po to, by ja wykazac¢ w postaci jednorodnej. Dzigki
powyzszemu twierdzeniu ten ostatni krok mozna wykonaé juz bez korzystania

z warunku W. Taka metoda rozwigzujemy zadania 1-4, a takze zadanie 5

z kacika nr 5.

Mniej oczywiste i dos¢ zaskakujace jest to, ze ta implikacja dziala réwniez w druga
strone: jesli N'(X) zachodzi dla wszystkich X € R’} spelniajacych warunek W,

to N*(X) zachodzi dla wszystkich X € R’.
Dla dowodu ustalmy dowolne X € R’} oraz polézmy r = F1(X)/Fy(X)
ia=7r/@=4) (d, i dy sa stopniami odpowiednio Fy i Fy). Otrzymujemy wtedy
réwnosci

Fi(aX) =aM" F(X) = a®rFy(X) = abra” 2 Fy(aX) = Fy(aX),
czyli zachodzi warunek W. Z tego wynika, ze nieréwnosci M (aX), N*(aX) i N*(X)
sg rownowazne, co konczy dowdd wobec dowolnosci X.

Konsekwencja tego faktu jest to, ze przy dowodzeniu nieréwnosci jednorodne;j
dodatnich zmiennych mozemy dodatkowo przyja¢ dowolny warunek W majacy wyzej
opisang posta¢. Mozna to poéwiczy¢ na zadaniach 5-7.

Zadania
1. Wykazac, ze jesli liczby a, b, ¢ > 0 spelniaja warunek abc = a + b+ ¢, to
ab+ bc+ ca = 9.
2. Liczby dodatnie a, b i ¢ spelniaja réwnos¢ ab + be 4+ ca = abe. Dowiesé, ze
a2 + b2 b2 4 2 2+ a2
ab(a+b)  be(b+c)  calct+a) ”
3. Liczby dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek a + b+ ¢ = 1. Dowiesé, ze
Va+bec+ Vb+ca+ Ve+ab < 2.
4. Udowodni¢, ze jesli iloczyn liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwny 1, to
a2+ +c2>a+b+e.
5. Wykazaé, ze dla a,b,c > 0 prawdziwa jest nieréwnosé¢

a b c
1/ 1/ 1/ > 1.
a+2b+20+ 2a+b+20+ 2a+2b+c

6. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich a, b i ¢ oraz liczby catkowitej n > 0 zachodzi

nieréwnoscé el
a™ " " >3<a+b+c>

brc cta atb> 2 3
7. Dowies¢, ze dla liczb dodatnich a, b i ¢ oraz liczby catkowitej n > 0 zachodzi

nieréwnosé
avtt pntl o entl a” b c a™ + b + cn
+ + > + + 0 :
b+c c+a a+bd b+c c+a a+b 3
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