Problem Parzystkowa i jego uogdlnienia Karol GRYSZKA*

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

‘Warunek 1, 2 oraz 3 dopuszczaja istnienie
pustego stowarzyszenial

W mieécie Parzystkowo zacny burmistrz postanowit w nietypowy sposéb
zaktywizowaé spoleczenstwo. Zarzadzil utworzenie stowarzyszen, ktore
wykonywac¢ beda powierzone im zadania. W trakcie zebrania z Rada Miasta
uchwalono nastepujace zasady:

1. kazde stowarzyszenie wyznaczone jest jednoznacznie przez swdj sklad (innymi
slowy nie ma dwdch stowarzyszeri o takim samym skladzie osobowym),

2. kazde stowarzyszenie ma parzysta liczbe uczestnikow,

3. czedé wspolna kazdych dwéch stowarzyszen tworzy ugrupowanie ztozone
z parzystej liczby uczestnikéw.

Rada rada, burmistrz zadowolony. .. A mieszkancy? Bardzo chetni do dzielenia
sie na stowarzyszenia. Okazalo si¢ jednak, ze to, co latwe w teorii, w praktyce
moze by¢ trudne. Powstal bowiem niematy chaos — tym wigkszy, im wiecej
stowarzyszen juz zostato powotanych. Wszystko dlatego, ze mieszkancy chcieli
utworzy¢ ich jak najwiecej. Zbadajmy te sprawe.

Opisany powyzej problem zwany problemem Parzystkowa (Eventown problem)
mozna sformutowaé nastepujaco. Niech P bedzie zbiorem n-elementowym oraz
niech S1,...,S,, beda jego podzbiorami. Zadamy od tych podzbioréw, zeby:

1..8; # S dlai # j,
2. 2| ’S,| dla dowolnego 1,
3. 2]]9iNS;| dlai # 4,

gdzie | X| oznacza liczbe elementéw zbioru X. Zachodzi nastepujace oszacowanie
na liczbe ugrupowan.

Twierdzenie 1. Maksymalna liczba stowarzyszen w Parzystkowie liczgeym
n mieszkarncéw wynosi co najmniej 2L71.

Dowdd jest prosty i konstruktywny.

Dowdéd. Zaldézmy na poczatek, ze n = 2k dla pewnego k. Dzielimy zbiér
2k-elementowy na k réznych podzbiorow 2-elementowych. Kazde stowarzyszenie
budujemy teraz z tych par (rysunek obok). Jak widaé, takie stowarzyszenia
spelniaja wszystkie postulowane warunki.

Poniewaz par jest k, wszystkich podzbioréw jest 2¥. Znalezlismy zatem 2% = 2L5]
stowarzyszen, co konczy dowdéd w przypadku n = 2k. Jedli teraz n = 2k + 1, to

odsuwamy na bok jednego mieszkanca i rozwazamy problem dla parzystej liczby
mieszkanicéw, otrzymujac 2F = 213 stowarzyszen. O

Zauwazamy, ze préba manipulowania parami nie prowadzi do utworzenia nowego
stowarzyszenia ponad te zdefiniowane przez podzbiory par. Okazuje sie ponadto,
ze jest to najlepszy mozliwy podzial — nieréwnoé¢ w twierdzeniu 1 mozna
zastapi¢ rownoscia.

Twierdzenie 2. Maksymalna liczba stowarzyszen w Parzystkowie liczgcym

n mieszkancéw wynosi dokladnie 2151,

Nielatwy dowdd tego twierdzenia pomijamy. Oryginalny problem Parzystkowa
mozna oczywiscie modyfikowaé. Niech m(n, ) oznacza maksymalng liczbe
stowarzyszen w miescie o n mieszkancach, przy nastepujacych zasadach:

1. §;# 5, dlai # j,

Zauwazmy, ze mozna podzieli¢ mieszkancoéw na zbiory zlozone z | 7 | oséb

i rozwazy¢ stowarzyszenia jako podzbiory tych grup (tak jak w Parzystkowie).
Wynika z tego nastepujace oszacowanie.

Twierdzenie 3. m(n,f) > 2L%].

Powyzsze szacowanie jest elementarne, jednak nie jest znane ogélne, doktadne
rozwiazanie.
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Ctalo to struktura algebraiczna, w ktérej
mozliwe jest wykonywanie dwéch operacji
umownie zwanych dodawaniem oraz
mnozeniem. Mozemy réwniez zdefiniowaé
operacje dzielenia przez liczbe¢ rézna od
zera oraz zachodzg prawa rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania. Znanym
kazdemu przykladem ciata jest zbiér liczb
rzeczywistych (jesli liczba jest niezerowa,
to mozemy przez nig dzieli¢). Przykladem
ciata skonczonego jest Z, — zbiér liczb

od 0 do p — 1 z dzialaniami dodawania

i mnozenia liczb catkowitych modulo p.

e1 = (1,0,0,...,0)
er = (0,1,0,...,0)

en = (0,0,...,0,1)

Jedli Fy = Zg, to dla a € Z4 napis %
nalezy rozumieé jako mnozenie 1-a ™ 1.
To ostatnie za$ to liczba odwrotna do a,
czyli taka liczba, dla ktérej a-a” ! = 1.
Dla przyktadu jesli ¢ = 7, to 6% = 6,
gdyz 6 -6 =1 mod 7; podobnie 271 =4,
gdyz2-4=1 mod 7.

Modelem Fs jest Zs, w ktérym dziatania
dodawania i mnozenia definiuja tabelki

ponizej.
+]0 1 <101
0(01 0|0 0
1|10 1(01

Jesli n = 6 oraz S = {1,4,6}, to
1s = (1,0,0,1,0,1).

Problem Nieparzystkowa

Pokazemy teraz, ze w pewnych sytuacjach potrafimy podaé¢ dokladna odpowiedz.
Rozwazmy problem miasta Nieparzystkowo:

2. 2 }S; dla dowolnego ¢,

3. 2SN S| dlai # 5.

Ponownie pytamy o maksymalng liczbe stowarzyszen. Zaczniemy tym razem od
podania gérnego szacowania. Niech F, bedzie cialem o g-elementach. Zbior Fy to
zbiér wektoréw (a1, ..., a,), gdzie kazde a; € Fy. W tym zbiorze naturalnym
dziataniem jest dodawanie wektorow po wspoélrzednych. Mozemy rowniez
rozwazy¢ dzialanie mnozenia liczby przez wektor. To znaczy jedli o € Fy, to

San) = (a-ay,..
Powiemy, ze wektory vy,...,v; sa liniowo niezalezne w [y, jesli uklad réwnan
a1v + ...+ agup = (0,...,0)

ma dokladnie jedno rozwigzanie a; = ... = ap = 0. W Fj mozemy réwniez

rozwazy¢ iloczyn skalarny dwéch wektoréw a = (ay,...,a,) oraz b= (by,...
to jest liczbe

a-(ag,.. LA ay).

b)),
a-b=aib; +...+ a,b,.

Zauwazmy, ze jezeli wéréd wektordw vy, ..., v, sa dwa wektory réwne lub jeden
z wektorow jest zlozony z samych zer, to wektory te nie sa liniowo niezalezne.

Lemat. Jezeli vy, ..., v, € Fy oraz wektory te sq liniowo niezalezne, to k < n.

Dowdd. Zauwazmy, ze kazdy wektor a € Fj mozna zapisa¢ jednoznacznie
jako a = are1 + ... + anen, gdzie w wektorze e; na j-tym miejscu stoi 1, na
pozostaltych zas 0. W szczegdlnosci wektory ey, ..., e, sa liniowo niezalezne.
Pokazemy teraz, ze zaden inny uktad wektoréw liniowo niezaleznych nie moze
by¢ liczniejszy niz n.

Zalézmy, ze k > n. Z uczynionej przed chwilg uwagi kazdy z v; mozna zapisaé
jako sume v; = ;161 + ... + oy nep, Wiemy w szczegdlnosci, ze v, takze mozna.
Zalézmy teraz bez straty ogélnodci, ze a1,1 # 0 (gdyby tak nie bylo, to wystarczy
przenumerowaé wektory eq, ..., e, do otrzymania zadanej cechy). Wtedy réwniez

s a1.n
€92 + ... -
@11 1,1

61’7,?

zatem kazdy wektor, ktéry mozna zapisa¢ jako kombinacje wektoréw ey, ..., e,,
mozna réwniez zapisaé jako kombinacje wektordéw vy, es, ..., e,. W szczegdlnosci
v mozna tak zapisa¢. Zauwazmy, ze przynajmniej jeden ze wspotczynnikéw
stojacych przy eg,...,e, W zapisie vo = ap 101 + a2 2€2 + ... + g e, jest
niezerowy; w przeciwnym przypadku ve bylby liniowo zalezny od vi. Podobnie
jak poprzednio, mozna zalozy¢, ze aa 2 # 0, oraz uzasadni¢, ze kazdy wektor,
ktory jest kombinacja wektoréw vy, eq, ..., e,, jest tez kombinacja wektoréow
V1,V2,€3;...,€n.

Postepujac analogicznie jak powyzej dla v; (i = 3,4,5) dochodzimy do momentu,
w ktérym wszystkie wektory ey, ..., e, zastapiliémy przez vy, ...,v,. Poniewaz
zatozyliSmy, ze k > n, zatem wektor v, 41, ktéry potrafimy zapisaé za pomoca
wektoréw ey, ..., e,, potrafimy rowniez zapisa¢ za pomoca wektoréw vy, ..., v,.
Jest to jednak sprzeczne z liniowa niezaleznoscia wektorow.

Otrzymana powyzej sprzecznosé oznacza, ze warunek k > n jest niemozliwy do
spelnienia. O

Twierdzenie 4. W Nieparzystkowie o n mieszkarnicach mozna utworzyé co
najwyzej n stowarzyszen.

Dowdd. Rozwazmy zbior Fy. Kazde stowarzyszenie S reprezentujemy przez
jego wektor charakterystyczny 1g w F5, to jest taki wektor, w ktorym jesli

P =/{1,...,n}, to i-ta wspblrzedna wektora 1g jest réwna 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy i € S. W przeciwnym przypadku i-ta wspolrzedna jest réwna 0. Powiedzmy,
ze tych wektorow jest k.
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Twierdzenie 5. pochodzi z pracy

P. Frankl, A.M. Odlyzko, On Subsets
with Cardinalities of Intersections
Divisible by a Fized Integer, European
Journal of Combinatorics, 4 (1983),
215-220.
24=2%.3=Q(24)=3+1=4

600 =2°-3-52 = Q(600) =3+1+2=6

Wektory postaci 1g sa liniowo niezalezne. Aby to uzasadnié, zal6zmy, ze
Z:allsl +...+aklsk 207

i rozwazmy iloczyn skalarny 1lg, - z dla pewnego Sy (dowolnego; £ € {1,...,k}).
Zauwazmy, ze:

o 1lg, - 1s, = 1 (liczba czlonkéw stowarzyszenia jest nieparzysta) — iloczyn
skalarny obliczamy modulo 2 (patrz tabele na marginesie),
e ls, - 1s; = 0 dla i # j (czeé¢ wspdlna stowarzyszen jest parzysta).

Wynika z tego, ze
0==z2-1g5, = a1lg,1s, +... + arls,ls, = ay.

Rozwazajac kolejne £ = 1,... k, otrzymujemy a3 = ... = o = 0, a wiec wektory
ls,,...1g, sa liniowo niezalezne. Z lematu wynika teraz, ze k < n.

Ostatni krok to pokazanie, ze mozna utworzy¢ doktadnie n stowarzyszen.
W tym celu wystarczy, aby kazde stowarzyszenie ztozone byto z jednego
mieszkanca. (I

Na zakonczenie

Wréémy do ogdlnego problemu. Jak juz wspomnieliSmy, nie istnieje ogdlny
wzér na m(n,£). W twierdzeniu 3 wskazane zostato dolne oszacowanie.
Ciekawe natomiast jest takze znalezienie szacowania gérnego. Wskazujemy je
W ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 5. Zachodza nieréwnodci:

o m(n,l) <2131 + Q(0)n, gdzie Q(¢) jest krotnoscia czynnikéw pierwszych
w rozkladzie liczby £.

2]
e mn,0) <23 (M) +Q0n,
1=0

o dla ¢ < 166 zachodzi m(n,f) > (8¢)Ld7],
o dla £ > 167 zachodzi m(n, ) > 2847

Ciekawostka jest fakt, ze w dowodzie trzeciego z powyzszych oszacowan
wykorzystuje sie tak zwane macierze Hadamarda (macierze kwadratowe

o wymiarze 4¢ x 4 o tej wlasnosci, ze ich wyrazami sa tylko 1 oraz —1 i iloczyny
skalarne wszystkich mozliwych par wierszy sa réwne 0). Wiadomo, ze takie
macierze istnieja dla wszystkich ¢ < 166 oraz dla wszystkich liczb postaci 2%,
gdzie k jest dodatnia liczba naturalna.

Matematyczny kacik muzyczny I:
Pitagorejczycy i matematyczne poczatki muzyki

* Student matematyki, MIM UW

Wiele jest wersji tej historii —
najpopularniejsza méwi, ze przechodzac
obok warsztatu kowalskiego, Pitagoras
ustyszal harmonijne wspétbrzmienia,
jakie wydawaty kowadtla, co mialto
rzekomo wynikaé z réznicy w cigzarze
mtotéw. To oczywiscie nieprawda —
wysokosé dzwigku zalezy od budowy
kowadla, a nie mlota. Inng wersja jest
historia z przywigzywaniem réznych
cigzarkéw do strun, rowniez falszywa —
czestotliwodci tonéw harmonicznie
drgajacej struny wyrazaja si¢ dosé
skomplikowanym wzorem, a nie tak
prostymi stosunkami liczb naturalnych,
jak twierdzili Pitagorejczycy.
Prawdopodobnie zjawisko to odkryt
Pitagoras za pomocg monochordu, czyli
instrumentu o jednej strunie.

Konstanty KOSTRZEWSKI*

Jak przekazuja nam starozytni, zaczelo sie od przypadkowego odkrycia
przypisywanego Pitagorasowi — otéz miatl on spostrzec, ze jesli stosunek
dtugosci dwdch strun jest réwny stosunkowi dwoch matych liczb naturalnych,
to wspétbrzmia one harmonijnie. Jezeli jedna ze strun bedzie dwa razy krotsza
od drugiej (stosunek 2 : 1), to bedzie brzmiala oktawe wyzej (wedlug obecnej
nomenklatury interwaléw). Gdy stosunek dlugosci wynosi 3 : 2, otrzymamy
interwal kwinty czystej, a 4 : 3 — kwarty czystej. Co wiecej, budujac od pewnego
dzwieku wpierw kwinte w gore, a od otrzymanego kwarte w gére, otrzymujemy
dzwiek brzmiacy oktawe wyzej od bazowego (o czym nietrudno sie przekonad,
mnozac proporcje kwinty i kwarty). Jesli natomiast wychodzac od pewnego
dzwigku, zagramy dwa dzwieki odpowiednio kwarte i kwinte wyzej, to réznica
pomiedzy nimi bedzie calym tonem o proporcji 9 : 8. Pélton zas rozumiano
jako pozostalo$é po odjeciu od kwarty dwéch calych tonow (% . % . %) — daje to
proporcje 256 : 243. Juz starozytni byli jednak Swiadomi, ze nie jest to dokladnie
polowa catego tonu.
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