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24=2%.3=Q(24)=3+1=4

600 =2°-3-52 = Q(600) =3+1+2=6

Wektory postaci 1g sa liniowo niezalezne. Aby to uzasadnié, zal6zmy, ze
Z:allsl +...+aklsk 207

i rozwazmy iloczyn skalarny 1lg, - z dla pewnego Sy (dowolnego; £ € {1,...,k}).
Zauwazmy, ze:

o 1lg, - 1s, = 1 (liczba czlonkéw stowarzyszenia jest nieparzysta) — iloczyn
skalarny obliczamy modulo 2 (patrz tabele na marginesie),
e ls, - 1s; = 0 dla i # j (czeé¢ wspdlna stowarzyszen jest parzysta).

Wynika z tego, ze
0==z2-1g5, = a1lg,1s, +... + arls,ls, = ay.

Rozwazajac kolejne £ = 1,... k, otrzymujemy a3 = ... = o = 0, a wiec wektory
ls,,...1g, sa liniowo niezalezne. Z lematu wynika teraz, ze k < n.

Ostatni krok to pokazanie, ze mozna utworzy¢ doktadnie n stowarzyszen.
W tym celu wystarczy, aby kazde stowarzyszenie ztozone byto z jednego
mieszkanca. (I

Na zakonczenie

Wréémy do ogdlnego problemu. Jak juz wspomnieliSmy, nie istnieje ogdlny
wzér na m(n,£). W twierdzeniu 3 wskazane zostato dolne oszacowanie.
Ciekawe natomiast jest takze znalezienie szacowania gérnego. Wskazujemy je
W ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 5. Zachodza nieréwnodci:

o m(n,l) <2131 + Q(0)n, gdzie Q(¢) jest krotnoscia czynnikéw pierwszych
w rozkladzie liczby £.

2]
e mn,0) <23 (M) +Q0n,
1=0

o dla ¢ < 166 zachodzi m(n,f) > (8¢)Ld7],
o dla £ > 167 zachodzi m(n, ) > 2847

Ciekawostka jest fakt, ze w dowodzie trzeciego z powyzszych oszacowan
wykorzystuje sie tak zwane macierze Hadamarda (macierze kwadratowe

o wymiarze 4¢ x 4 o tej wlasnosci, ze ich wyrazami sa tylko 1 oraz —1 i iloczyny
skalarne wszystkich mozliwych par wierszy sa réwne 0). Wiadomo, ze takie
macierze istnieja dla wszystkich ¢ < 166 oraz dla wszystkich liczb postaci 2%,
gdzie k jest dodatnia liczba naturalna.

Matematyczny kacik muzyczny I:
Pitagorejczycy i matematyczne poczatki muzyki

* Student matematyki, MIM UW

Wiele jest wersji tej historii —
najpopularniejsza méwi, ze przechodzac
obok warsztatu kowalskiego, Pitagoras
ustyszal harmonijne wspétbrzmienia,
jakie wydawaty kowadtla, co mialto
rzekomo wynikaé z réznicy w cigzarze
mtotéw. To oczywiscie nieprawda —
wysokosé dzwigku zalezy od budowy
kowadla, a nie mlota. Inng wersja jest
historia z przywigzywaniem réznych
cigzarkéw do strun, rowniez falszywa —
czestotliwodci tonéw harmonicznie
drgajacej struny wyrazaja si¢ dosé
skomplikowanym wzorem, a nie tak
prostymi stosunkami liczb naturalnych,
jak twierdzili Pitagorejczycy.
Prawdopodobnie zjawisko to odkryt
Pitagoras za pomocg monochordu, czyli
instrumentu o jednej strunie.

Konstanty KOSTRZEWSKI*

Jak przekazuja nam starozytni, zaczelo sie od przypadkowego odkrycia
przypisywanego Pitagorasowi — otéz miatl on spostrzec, ze jesli stosunek
dtugosci dwdch strun jest réwny stosunkowi dwoch matych liczb naturalnych,
to wspétbrzmia one harmonijnie. Jezeli jedna ze strun bedzie dwa razy krotsza
od drugiej (stosunek 2 : 1), to bedzie brzmiala oktawe wyzej (wedlug obecnej
nomenklatury interwaléw). Gdy stosunek dlugosci wynosi 3 : 2, otrzymamy
interwal kwinty czystej, a 4 : 3 — kwarty czystej. Co wiecej, budujac od pewnego
dzwieku wpierw kwinte w gore, a od otrzymanego kwarte w gére, otrzymujemy
dzwiek brzmiacy oktawe wyzej od bazowego (o czym nietrudno sie przekonad,
mnozac proporcje kwinty i kwarty). Jesli natomiast wychodzac od pewnego
dzwigku, zagramy dwa dzwieki odpowiednio kwarte i kwinte wyzej, to réznica
pomiedzy nimi bedzie calym tonem o proporcji 9 : 8. Pélton zas rozumiano
jako pozostalo$é po odjeciu od kwarty dwéch calych tonow (% . % . %) — daje to
proporcje 256 : 243. Juz starozytni byli jednak Swiadomi, ze nie jest to dokladnie
polowa catego tonu.
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Spiqgawk_a pianistyczna. Interwal miedzy

¢’ oraz ¢'"" odpowiada oktawie, miedzy
¢’ oraz ¢g* kwincie, miedzy c* oraz f*
kwarcie, a migdzy ¢’ oraz e’ tercji
wielkiej.

Dodanie koricéwki —is oznacza kolejny
klawisz na klawiaturze, czarny lub bialy.
Czyli na przyklad cisl to pierwszy od
lewej czarny klawisz na powyzszym
rysunku.

Pierwsza wzmianke o komacie
pitagorejskim znajdujemy u Euklidesa

w dziele ,,Podzial kanonu” (kanon to inna
nazwa na monochord). Zauwazyl on

6
mianowicie, 7e 262144 - ()" = 531441

oraz ze 262144 - 2 = 524288, czyli
interwal oktawy jest mniejszy od zlozenia
szesciu calych tonéw (z ktérych kazdy
jest ztozeniem dwéch kwint
pomniejszonym o oktawe).

Nam, przesigknietym obecng muzyka

i sposobem strojenia instrumentéw

z pewnoscig trudno byloby przekonaé si¢
do zupelnie innego myslenia muzycznego
Grekoéw — ich muzyka wydalaby si¢ nam
po prostu falszywa i niezrozumiala.

Powiazanie muzyki z liczbami — poznanie dZzwiekdéw za pomoca liczb — sklonito
Pitagorasa do odwaznego twierdzenia, ze wszystko jest liczba (liczba jako dpynh —
zasada wszystkich rzeczy). Odtad Pitagoras widzial liczby we wszystkim — nie
tylko w obiektach fizycznych, ale i pojeciach takich, jak sprawiedliwo$¢ czy
wladciwa pora. Skoro za$ pryncypia matematyki byly przez Pitagorejczykdéw
uwazane za pryncypia wszystkich rzeczy, mialo to istotny wplyw na rozwoj tej
dziedziny nauki, wspierany pézniej przez Platona i Arystotelesa w, odpowiednio,
Akademii i Lykejonie.

Proste interwaly wystepuja w przyrodzie

Dzwigk drgajacej struny rozklada sie na szereg tzw. tondw prostych — struna
drga zaréwno w calej swej dlugosci, jak i na kazdej z poléw, czesci trzecich itd.
Stad oprécz dzwicku podstawowego styszalne sg tzw. alikwoty, czyli dzwieki
pozostajace w stosunkach do bazowego kolejno 2: 1, 3:1, 4:1 itd. Wida¢ od razu,
ze kolejne alikwoty tworza wspomniane wczes$niej interwaly.

Komat pitagorejski

Whikliwy Czytelnik zapewne zauwazy, ze wychodzac od pewnego dzwieku
bazowego i budujac od niego szereg oktaw i szereg kwint, zaden z nowo
utworzonych dzwiekéw nie wystapi jednoczesnie w obu tych szeregach.
Wynika to z prostego faktu, ze nie istnieja liczby catkowite k,[ takie, ze

2k = (%)l Przygladajac sie jednak klawiaturze wspolczesnego fortepianu,
dostrzezemy, ze pierwsze takie zejscie nastepuje po 7 oktawach (12 kwintach),
gdyz ,pianistyczna” oktawa to odleglo$ci miedzy 12 kolejnymi klawiszami
(wliczajac klawisze czarne), a ,pianistyczna” kwinta to odleglo$é miedzy

7 klawiszami. I faktycznie, w naszych ciagach pitagorejskich interwalow

w tym miejscu wystepuje niewielka réznica — stosunek (%)12 : 27 2~ 1,01364
(zwany komatem pitagorejskim) stanowi niecala i (w sensie ,pierwiastek 4.
stopnia”) ,pianistycznego” poéttonu. Jest wiec to réznica styszalna. Gdyby$my
w fortepianie nastroili struny c', ¢!, d', a', e!, h', fis', cis', gis', dis', ais',
eist, his! tak, by interwal miedzy dwoma kolejnymi dZzwickami byt kwinta
czysta (z ewentualnym sprowadzeniem do oktawy pomiedzy c! i ¢?), to
okazaloby sie, ze dzwiek his! jest wyzszy niz dzwick c2.

Myélac o greckich interwatach, powinniSmy tak naprawde zarzuci¢ myslenie
wspolczesng klawiatura fortepianu, ktérego dzwieki stroi sie inaczej —

temu problemowi poswiecimy nastepny artykul. Trudno powiedzieé, czy
Pitagorejczycy rozwazali problem instrumentu o stalym stroju, jakimi sg
instrumenty klawiszowe. Owczesne instrumenty byly przede wszystkim
strunowe (jak np. kithara, lira czy harfa) lub dete (najpopularniejszy byl aulos,
ktéry mozna luzno kojarzyé z para obojéw), totez wszelkie ,niedoskonalosei”
wynikajace ze stalego umiejscowienia otworéw w piszczalce lub naciagu strun
mozna bylo niwelowaé, nie przestaniajac do konca otworu lub palcem skracajac
strune.

W ogéle Grecy mieli inne podejscie do interwaléw niz my wspoélczesnie.
Rozwazali i stosowali takie interwaly, jak %, i, % czy nawet % caltego tonu,
tworzac na ich podstawie rézne rodzaje tetrachordéw — sekwencji czterech
dzwiekéw; z tetrachordow budowano nastepnie skale i systemy. Réznica

w wielkoéci interwaléow miala wplyw na barwe skali, przez co i charakter utworu,
ktéry byl na niej oparty. Z czasem jednak niektére z nich zanikaty, lecz sama
koncepcja mikrointerwaléw trwata jeszcze w VII w. n.e. w monodii choralowej,

choé tez powoli zanikata. Odrodzila sie¢ w muzyce na poczatku XX wieku.

Na koniec pokazmy jeszcze réznice miedzy tercja wielka wynikajaca z szeregu
harmonicznego (5 : 4) a otrzymana ze zlozenia dwéch catych tonéw (3 - 3 - 2). Jest
ona réwna 81 : 80 = 1,0125, czyli nieznacznie mniejsza od komatu pitagorejskiego.
Ten tzw. komat syntoniczny okazuje sie by¢ istotnym problemem, gdy w Europie
rozpoczyna sie operowanie tréjdzwiekiem i harmonig modalng. O tym, dlaczego
sprawia to klopot i jak sobie z tym fantem radzono, opowiemy w nastepnym
artykule.
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