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Rozwiązania zadań z numeru 3/2020

Przypominamy treść zadań:
797. W trójkącie ABC wysokość poprowadzona z wierzchołka C ma długość h. Punkty M i N to

Czołówka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań
791 (W T = 1,75) i 792 (W T = 1,73)

z numeru 12/2019

Mikołaj Pater Opole 46,59
Janusz Fiett Warszawa 43,82
Franciszek S.Sikorski Warszawa 41,28
Paweł Burdzy Warszawa 38,82
Zbigniew Skalik Wrocław 37,54
Łukasz Merta Kraków 36,02
Błażej Żmija Kraków 35,77
Jakub Węgrecki Kraków 35,44
Marek Spychała Warszawa 35,07
Michał Adamaszek Kopenhaga 34,90
Andrzej Kurach Ryjewo 34,68

Pan Mikołaj Pater: witamy
w Klubie 44M !

(odpowiednio) środki boków AC i BC. Okrąg przechodzący przez punkty B i N , styczny do prostej
BM , przecina prostą AB ponownie w punkcie P . Wyznaczyć największą liczbę λ, dla której (przy
każdej takiej konfiguracji) odcinek AP ma długość nie mniejszą niż λh.

798. W nieograniczonym trójkątnym diagramie
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w górnym wierszu jest pojedyncza jedynka; a dalej każdy element jest sumą trzech liczb
znajdujących się nad nim w poprzednim wierszu (ց , ↓ , ւ). Wiersze są numerowane od zera; zatem
w n-tym wierszu jest 2n + 1 liczb dodatnich.
(a) Wykazać, że w każdym wierszu, poza zerowym i pierwszym, jest jakaś liczba parzysta.
(b) Wyznaczyć numery tych wierszy, w których są dokładnie trzy liczby nieparzyste.
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797. Niech L będzie środkiem boku AB. W okręgu
(PBN) kąt wpisany oparty na cięciwie BP
przystaje do kąta między tą cięciwą a styczną
w punkcie B: |?BNP | = |?LBM |. W połączeniu
z oczywistą równością |?PBN | = |?MLB| daje to
podobieństwo trójkątów PBN i MLB, więc i proporcję
|PB| : |BN | = |ML| : |LB|. Przy oznaczeniach x = |BP |,
y = |BN | = |LM |, z = |AL| = |LB| uzyskana proporcja
pokazuje, że x = y2/z. Oznaczając dalej |?ABC| = β,
dostajemy ciąg zależności

|AP |
h

=
2z + x

h
=

2z + (y2/z)
2y sin β

>
2
√

2 y

2y sin β
>

√
2.

W tym szacowaniu równość zostaje osiągnięta, gdy
y/z =

√
2 oraz β = 90◦. Nierówność |AP | > λh zachodzi

więc dla wartości λ =
√

2, której powiększyć już nie
można.

798. W każdym wierszu środkowy wyraz jest liczbą
nieparzystą (oczywista indukcja); wraz ze skrajnymi
jedynkami daje to już trzy liczby nieparzyste w wierszu.
Dla kontroli parzystości pozostałych elementów
użyjemy modelu algebraicznego. Traktujemy wyrazy
n-tego wiersza jako kolejne współczynniki wielomianu
stopnia 2n. Mnożąc ów wielomian przez trójmian
1 + x + x2, otrzymujemy wielomian stopnia 2n+2,
którego kolejnymi współczynnikami są wyrazy
następnego wiersza tabeli – bo taka jest zasada
generowania kolejnych wierszy. Stąd wniosek, że wyrazy
n-tego wiersza to kolejne współczynniki wielomianu
Fn(x) =

(

1 + x + x2
)n

, zapisanego w postaci rozwiniętej.

Zauważmy, że jeśli n = 2k, to wyrazy n-tego wiersza,
poza wspomnianymi trzema, są liczbami parzystymi.
Uzasadnienie indukcyjne: tak jest dla k = 0; i jeśli tak
jest dla k, to podnosząc wielomian F2k do kwadratu
dostajemy wielomian F2k+1 , utworzony przez kwadraty
składników wielomianu F2k (ich współczynniki nie
zmieniają parzystości) plus liczne podwojone iloczyny,
dające współczynniki parzyste.

Ustalmy teraz liczby całkowite k > 1 oraz m, przy czym
0 < m < 2k. Wykażemy, że w wierszu o numerze 2k + m
na pozycji m znajduje się liczba nieparzysta, zaś na
pozycji 2k−1 + m liczba parzysta.

Zapiszmy wielomiany w postaci rozwiniętej:
Fm(x) = a0 + . . . + a2mx2m,

F2k (x) = b0 + . . . + b2k+1x2k+1

,

F2k+m(x) = c0 + . . . + cmxm + . . . + c2(2k+m)x
2(2k+m).

Współczynnik cm wyraża się wzorem

cm =
∑

i+j=m

aibj =

= (a0bm + a1bm−1 + . . . + am−1b1) + amb0.

Wszystkie liczby bj w nawiasie są parzyste (jako
współczynniki wielomianu F2k z pozycji nie skrajnych
ani nie środkowej); liczba am jest nieparzysta (środkowy
wyraz F2k ). Zatem liczba cm jest nieparzysta.

Na pozycji 2k−1 + m widzimy w wielomianie F2k+m

współczynnik

c2k−1+m =
∑

i+j=2k−1+m

aibj ;

tutaj nieparzyste czynniki bj mamy tylko dla j = 0
oraz j = 2k (środkowy wyraz w F2k ); towarzyszą im
czynniki a2k−1+m oraz am−2k−1 . Te dwie liczby są
położone w wierszu m symetrycznie względem wyrazu
środkowego am, więc są równe.

Z wykazanych własności wynika zarówno teza (a) (którą
zresztą można uzyskać wieloma innymi metodami),
jak i odpowiedź na pytanie (b): dokładnie trzy liczby
nieparzyste są tylko w wierszach o numerach n = 2k,
k > 0 (bowiem gdy n nie jest potęgą dwójki, n = 2k + m,
0 < m < 2k, znaleziona liczba nieparzysta cm leży
w wierszu n na pozycji m, więc nie na skraju ani nie
na środku).
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Wydziału Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Redaguje Elżbieta ZAWISTOWSKA
Klub 44 F

Rozwiązania zadań z numeru 3/2020

Przypominamy treść zadań:
694. Statek napędzany jest za pomocą silnika – „miotacza wody”, który wyrzuca z rufy strumień
wody z prędkością u. Masa wody pobieranej z rzeki i wyrzucanej w jednostce czasu wynosi µ. Przy
jakiej prędkości statku sprawność silnika jest maksymalna? Siłę tarcia i opór wody należy zaniedbać.

695. Rysunek 1 przedstawia przekrój łożyska kulkowego. Promienie pierścieni zewnętrznego
i wewnętrznego wynoszą odpowiednio R1 i R2, a ich prędkości kątowe ω1 i ω2. Opisać ruch jednej
z kulek, jeżeli nie występuje poślizg między pierścieniami i kulkami.
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694. Całkowita praca W wykonana przez silnik w małym przedziale czasu ∆t,
równa jest energii kinetycznej wody wyrzucanej w tym czasie z rufy statku:

W = (µ∆t) u2/2.

Praca użyteczna wykonana w tym samym czasie równa jest zmianie energii
kinetycznej statku:

W1 = M (v + ∆v)2
/2 − Mv2/2,

gdzie M jest masą statku, a v wartością jego prędkości. Zaniedbując kwadrat
małego przyrostu prędkości (∆v)2, otrzymujemy: W1 = Mv∆v. Ponieważ siły
tarcia i oporu wody są zaniedbywalne, możemy skorzystać z zasady zachowania
pędu: M (v + ∆v) − Mv = µ∆t (u − v) . Stąd

W1 = Mv∆v = µ∆t (u − v) v.

Sprawność silnika dana jest wzorem

η =
W1

W
=

2 (u − v) v

u2
.

Wyrażenie to osiąga maksimum dla prędkości v = u/2.

695. Ruch dowolnej kulki można przedstawić jako złożenie ruchu postępowego
z prędkością vO po okręgu o środku w O1( przy czym promień okręgu, po
którym porusza się środek kulki O, wynosi R = (R1 + R2) /2 ) oraz obrotu
wokół własnego środka z prędkością kątową ω (rys. 2). Dlatego prędkość
punktu styczności kulki z pierścieniem zewnętrznym wynosi v1 = vO + ωr,
a z wewnętrznym v2 = vO − ωr, gdzie r = (R1 − R2) /2 jest promieniem kulki.

W wypisanych związkach znaki są zgodne z przyjętymi na rysunku 2 kierunkami
prędkości vO i ω.

Nie występuje poślizg, zatem v1 = ω1R1 oraz v2 = ω2R2. Stąd

vO = (ω1R1 + ω2R2) /2, ω = (ω1R1 − ω2R2) /(2r).

Środek kulki obraca się wokół środka łożyska z prędkością kątową

ωO =
vO

R
=

ω1R1 + ω2R2

R1 + R2
.

Skrót regulaminu

Każdy może nadsyłać rozwiązania zadań z numeru n w terminie
do końca miesiąca n + 2. Szkice rozwiązań zamieszczamy
w numerze n + 4. Można nadsyłać rozwiązania czterech, trzech,
dwóch lub jednego zadania (każde na oddzielnej kartce), można to
robić co miesiąc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiązania zadań
z matematyki i z fizyki należy przesyłać w oddzielnych kopertach,
umieszczając na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Można je przesyłać również pocztą elektroniczną pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokładnością do 0,1. Ocenę mnożymy przez

współczynnik trudności danego zadania: W T = 4 − 3S/N , gdzie
S oznacza sumę ocen za rozwiązania tego zadania, a N – liczbę
osób, które nadesłały rozwiązanie choćby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) – i tyle punktów otrzymuje
nadsyłający. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on członkiem
Klubu 44, a nadwyżka punktów jest zaliczana do ponownego udziału.
Trzykrotne członkostwo – to tytuł Weterana. Szczegółowy regulamin
został wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje się na stronie
deltami.edu.pl.
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