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Przypominamy tresé zadan:

797. W trojkacie ABC wysoko$é poprowadzona z wierzchotka C' ma dlugosé h. Punkty M i N to

(odpowiednio) $rodki bokéw AC i BC. Okrag przechodzacy przez punkty B i N, styczny do prostej
BM, przecina prosta AB ponownie w punkcie P. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe A, dla ktérej (przy

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
791 (WT =1,75) 1 792 (WT = 1,73)
z numeru 12/2019

kazdej takiej konfiguracji) odcinek AP ma diugo$é nie mniejsza niz Ah.

798. W nieograniczonym tréjkatnym diagramie

w gérnym wierszu jest pojedyncza jedynka; a dalej kazdy element jest sumg trzech liczb
znajdujacych si¢ nad nim w poprzednim wierszu (N, |, /). Wiersze sa numerowane od zera; zatem

ze w kazdym wierszu, poza zerowym i pierwszym, jest jakas liczba parzysta.
(b) Wyznaczy¢ numery tych wierszy, w ktérych sa dokladnie trzy liczby nieparzyste.

Mikotaj Pater Opole 46,59

Janusz Fiett Warszawa 43,82

Franciszek S.Sikorski Warszawa 41,28

Pawel Burdzy Warszawa 38,82

Zbigniew Skalik Wroctaw 37,54

Lukasz .Mcrta Krakéw 36,02 w n-tym wierszu jest 2n + 1 liczb dodatnich.
Blazej Zmija Krakéw 35,77 (a) Wykazaé, 7
Jakub Wegrecki Krakéw 35,44

Marek Spychata Warszawa 35,07

Michal Adamaszek Kopenhaga 34,90 C
Andrzej Kurach Ryjewo 34,68

Pan Mikolaj Pater: witamy
w Klubie 44M !

797. Niech L bedzie srodkiem boku AB. W okregu
(PBN) kat wpisany oparty na cieciwie BP
przystaje do kata miedzy ta cieciwg a styczna
w punkcie B: |xBNP|=|xLBM|. W polaczeniu
7 oczywistg réwnoscia | PBN| = |«xM LB| daje to
podobienstwo trojkatéw PBN i M LB, wiec i proporcje
|PB|: |BN| = |ML|: |LB|. Przy oznaczeniach x = |BP)|,
y=|BN|=|LM]|, z = |AL| = |LB| uzyskana proporcja
pokazuje, ze x = y?/z. Oznaczajac dalej | ABC| = 3,
dostajemy ciag zaleznosci
|AP|  2z+4+z 22+ (y?/2) N 22y

h h  2ysinp ~ 2ysinp =
W tym szacowaniu rownosé zostaje osiagnieta, gdy
y/z = /2 oraz 8 = 90°. Nieréwnoé¢ |AP| > \h zachodzi
wiec dla wartosci A = /2, ktérej powiekszyé juz nie
mozna.

798. W kazdym wierszu Srodkowy wyraz jest liczba
nieparzysta (oczywista indukcja); wraz ze skrajnymi
jedynkami daje to juz trzy liczby nieparzyste w wierszu.
Dla kontroli parzystoséci pozostalych elementow
uzyjemy modelu algebraicznego. Traktujemy wyrazy
n-tego wiersza jako kolejne wspolczynniki wielomianu
stopnia 2n. Mnozac 6w wielomian przez tréjmian

1+ z + 22, otrzymujemy wielomian stopnia 2n+2,
ktorego kolejnymi wspotczynnikami sa wyrazy
nastepnego wiersza tabeli — bo taka jest zasada
generowania kolejnych wierszy. Stad wniosek, ze wyrazy
n-tego wiersza to kolejne wspotczynniki wielomianu
Foz)=(1+z+ xz)n, zapisanego w postaci rozwinietej.
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Zauwazmy, ze jesli n = 2%, to wyrazy n-tego wiersza,
poza wspomnianymi trzema, sa liczbami parzystymi.
Uzasadnienie indukcyjne: tak jest dla k = 0; i jesli tak
jest dla k, to podnoszac wielomian Fyx do kwadratu
dostajemy wielomian Fyr+1, utworzony przez kwadraty
skladnikéw wielomianu Fyr (ich wspélezynniki nie
zmieniajg parzystosci) plus liczne podwojone iloczyny,
dajace wspolczynniki parzyste.

Ustalmy teraz liczby catkowite k > 1 oraz m, przy czym
0 < m < 2¥. Wykazemy, ze w wierszu o numerze 2¥ + m
na pozycji m znajduje sie liczba nieparzysta, zas na
pozycji 28~ + m liczba parzysta.

Zapiszmy wielomiany w postaci rozwinietej:

Fo(z) =ag+ ...+ agmz™™,
k+1

For(x) = bo + ... 4 borsr2®

Forym(@)=co+...+epz™+... + 02(2k+m)l'2(2k+m).

Wspélczynnik ¢, wyraza sie wzorem
Cm = Z G,Z'bj =
i+j=m
= (aobm + albm_l + ...+ am_lbl) + ambo.
Weszystkie liczby b; w nawiasie sa parzyste (jako
wspoélezynniki wielomianu Fyr 7 pozycji nie skrajnych
ani nie rodkowej); liczba a,, jest nieparzysta (Srodkowy
wyraz Fyr). Zatem liczba ¢, jest nieparzysta.

Na pozycji 2°71 + m widzimy w wielomianie Fyx_,,
wspolczynnik

i+j=2F-14m
tutaj nieparzyste czynniki b; mamy tylko dla j = 0
oraz j = 2F ($rodkowy wyraz w Fik); towarzysza im
czynniki agr—1,, oraz a,,_or-1. Te dwie liczby sa
polozone w wierszu m symetrycznie wzgledem wyrazu
srodkowego a,,, wiec sa réwne.

Cok—14 4 = aibj;

Z wykazanych wlasno$ci wynika zaréwno teza (a) (ktéra
zreszta mozna uzyskaé wieloma innymi metodami),

jak i odpowiedz na pytanie (b): dokladnie trzy liczby
nieparzyste sa tylko w wierszach o numerach n = 2%,

k > 0 (bowiem gdy n nie jest potega dwojki, n = 2¥ + m,
0 < m < 2*, znaleziona liczba nieparzysta c,, lezy

w wierszu n na pozycji m, wiec nie na skraju ani nie

na $rodku).
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Przypominamy tresé zadan:

694. Statek napedzany jest za pomoca silnika — ,miotacza wody”, ktéry wyrzuca z rufy strumien
wody z predkoscig u. Masa wody pobieranej z rzeki i wyrzucanej w jednostce czasu wynosi p. Przy
jakiej predkosdci statku sprawnos¢ silnika jest maksymalna? Site¢ tarcia i opér wody nalezy zaniedbac.

695. Rysunek 1 przedstawia przekrdj lozyska kulkowego. Promienie pierécieni zewnegtrznego
i wewnetrznego wynoszg odpowiednio Ry i R, a ich predkosci katowe wi i wa. Opisaé ruch jednej
z kulek, jezeli nie wystepuje poslizg miedzy pierscieniami i kulkami.

Rys. 2

694. Calkowita praca W wykonana przez silnik w maltym przedziale czasu At,
rowna jest energii kinetycznej wody wyrzucanej w tym czasie z rufy statku:

W = (uAt) u?/2.
Praca uzyteczna wykonana w tym samym czasie rowna jest zmianie energii
kinetycznej statku:

Wy =M (v+ Av)? /2 — Mv?)2,
gdzie M jest masa statku, a v wartoscia jego predkosci. Zaniedbujac kwadrat
malego przyrostu predkoéci (Av)?, otrzymujemy: Wy = MvAv. Poniewaz sily
tarcia i oporu wody sa zaniedbywalne, mozemy skorzystaé z zasady zachowania
pedu: M (v + Av) — Mv = pAt (u —v). Stad
W1 = MvAv = pAt (u —v)v.

Sprawnos¢ silnika dana jest wzorem

W 2w —v)v

"= w u? '

Wyrazenie to osiaga maksimum dla predkosci v = u/2.

695. Ruch dowolnej kulki mozna przedstawi¢ jako ztozenie ruchu postepowego
z predkoscia vo po okregu o srodku w Op( przy czym promient okregu, po
ktérym porusza sie srodek kulki O, wynosi R = (R + R2) /2 ) oraz obrotu
wokél wlasnego srodka z predkoscia katowa w (rys. 2). Dlatego predkosé
punktu stycznosci kulki z pierécieniem zewnetrznym wynosi vy = vo + wr,

a z wewnetrznym v = vo — wr, gdzie r = (R; — Ra) /2 jest promieniem kulki.

W wypisanych zwiazkach znaki sa zgodne z przyjetymi na rysunku 2 kierunkami
predkosci vo i w.
Nie wystepuje poslizg, zatem vy = wy Ry oraz vs = woRs. Stad
vo = (w1Ry +wa2R2) /2, w= (w1 Ry —waRs) /(2r).
Srodek kulki obraca sie wokél érodka lozyska z predkoscig katowa
vo _ will +wakRy

wO:R_ R+ Ro

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin

zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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