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O réznych konsekwencjach twierdzenia
Brouwera mozna przeczytaé w A%g,

a o konsekwencjach lematu Spernera
w Ago.
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Zbiér F jest domknigty, jesli dla
dowolnego zbieznego ciggu elementéw F'
granica tego ciggu réwniez nalezy do F'.

Symbol 0 oznacza brzeg, czyli
OA oznacza brzeg tréjkata A zlozony
z trzech odcinkéw I U J U K.

Elementarnie o twierdzeniu Brouwera
Jarostaw GORNICKI*

Tytulowe twierdzenie sformulujemy dla tréjkata (z brzegiem) na plaszczyZnie
euklidesowej R?. Jest to najstynniejsze i najwazniejsze twierdzenie

w topologicznej teorii punktéw stalych o rozlicznych zastosowaniach

(w réwnaniach rézniczkowych, topologii, ekonomii, teorii gier, analizie
funkcjonalnej). Jego odkrycie mialo ogromny wplyw na rozwdj wielu galezi
matematyki, szczegdlnie topologii algebraiczne;j.

Twierdzenie (Luitzen Brouwer, 1912 r.). Niech A bedzie tréjkatem ¢ f : AN — A
przeksztalceniem cigglym. Wiedy istnieje taki punkt x € A, ze f(x) = x.

Punktem wyjscia bedzie bastepujaca kombinatoryczna obserwacja.

Lemat 1 (Emanuel Sperner, 1928 r.). Niech A bedzie trdjkgtem o bokach

1, J, K, ktory jest podzielony siecig tréjkgtow tak, Ze dwa trojkgty sieci mogqg
stykac sie wspolnym bokiem lub wspolnym wierzcholkiem. Wierzcholki sieci
malujemy kolorem czerwonym, niebieskim lub zielonym (c,n, z) tak, aby kazdy
wierzcholek lezgcy w I byl czerwony lub niebieski, kazdy wierzcholek w J byl
niebieski lub zielony, a kazdy wierzcholek w K byt zielony lub czerwony. Wtedy
wsrod trojkgtow sieci istnieje taki, ktorego wierzcholki sq réznych kolorow.

Okres$lmy wartosé ,,oczka” sieci, wedrujac w nim przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara 1 sumujac wartoéci przyporzadkowane krawedziom zgodnie z podana na
marginesie tabelka. Dla trojkata sieci, ktorego wierzchotki sa réznych kolordw,
ta wartos$¢ jest réwna 3 lub —3. W kazdym innym przypadku ta wartos¢ jest
réowna 0.

Obliczmy sume warto$ci wszystkich oczek sieci. Zauwazmy, ze wklad kazdej
krawedzi wewnetrznej sieci do calej sumy jest réwny 0 (bo krawedz wewnetrzna
nalezy do dwoch tréjkatéw i wedrujemy po niej w przeciwnych kierunkach),

a wktad kazdego boku tréjkata A jest réwny 1. Zatem suma wartosci wszystkich
krawedzi sieci tréjkata A jest rowna 3. Oznacza to, ze nie wszystkie oczka sieci
maja wartosé 0. Istnieje wiec w sieci trojkat, ktérego wierzchotki sa réznych
koloréw.

Topologiczng konsekwencja lematu Spernera jest nastepujaca obserwacja.

Lemat 2. Niech A bedzie tréjkgtem o bokach I, J, K. Niech A, B, C bedg
zbiorami domknietymi takimi, Ze I C A, JC B, KCC i/ACAUBUC. Wtedy
ANBNC#0.

Jezeli trojkat A zawiera sie¢ w sumie dwoch zbioréw z rodziny {A, B, C'}, to teza
jest spetniona. Zalézmy, ze tréjkat A nie zawiera sie w sumie dwdch zbioréw

z rodziny {A, B,C}. Dla kazdego i > 2 dzielimy boki tréjkata A na i réwnych
czesci, a laczac je liniami réwnoleglymi do bokéw tréjkata, otrzymujemy

sie¢ i-tego rzedu. Kazdy wierzcholek x w i-tej sieci malujemy na dowolny
dopuszczalny kolor, ktéry okresla przynaleznosé punktu x do zbioréw z rodziny
{A, B,C}. Mozemy to uczyni¢ w taki sposéb, aby wszystkie wierzchotki sieci w I
byly czerwone lub niebieskie, w J byly niebieskie lub zielone, w K byly zielone
lub czerwone. W kazdej takiej sieci (lemat 1) istnieje tréjkat o wierzchotkach

w roznych kolorach: ¢;, n;, z;. Twierdzenie Bolzano—Weierstrassa zapewnia
istnienie podciagu zbieznego c;; — §. Poniewaz $rednice trojkatéw kolejnych sieci
daza do 0, wigc n;; — £ 1 2;; — & Skoro ¢;; € A, ny; € B, z;; € C oraz A, B,C sa
zbiorami domknigtymi, wiec £ € AN BNC.

Lemat 3. Dla trojkgta A\ o bokach I, J, K nie istnieje takie przeksztalcenie
ciggle f : AN 50N =TUJUK, ze f(I)CcIif(J)cJif(K)CK.

Zalézmy, ze f: A — OA jest takim przeksztalceniem ciaglym, ze f(I) C I
if(J)cJif(K)cCK.Niech A= f~1(I), B= f~1(J), C = f~1(K). Poniewaz
1, J, K sa zbiorami domknietymi, f jest przeksztatceniem ciagltym, wiec zbiory
A, B, C sg domkniete. Oczywiscie I C A, J C B, K C C. Dla kazdego = € A,
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flx) e dA=TUJUK, wiecc AUBUC = A. Jednocze$nie I N J N K = 0, wiec
ANBNC = (. Sprzeczno$¢ z lematem 2.

Lemat 4. Dla trojkgta A\ o bokach I, J, K nie istnieje takie przeksztalcenie
ciggle f : N — O, ze f(x) =z, dla x € OA.

Zalézmy, ze f: A — OA jest takim przeksztalceniem ciaglym, ze f(z) =z dla
x € OA. Wtedy f(I)CIif(J)C Ji f(K)C K. Sprzecznosé¢ z lematem 3.

Dowdd twierdzenia. Zatézmy, ze f: /A — A jest przeksztalceniem cigglym

i f(x) # x dla kazdego = € A. Dla kazdego x € A niech g(z) € A bedzie
punktem, w ktérym pdlprosta wychodzaca z punktu f(x) i przechodzaca przez
punkt x przecina brzeg tréjkata (rys. 1).

Pélprosta jest okreslona jednoznacznie, bo f(x) # x. Tak okreslone
przeksztalcenie g : A — OA jest ciagle. Niech € > 0, okre$lamy otoczenie
punktu g(x) na brzegu 0A o dlugosci e. Na tym otoczeniu budujemy stozek
o wierzcholku na odcinku laczacym punkt = z f(z) (rys. 2). Wybieramy

7 > 0 takie, ze kula otwarta B(f(x),n) zawiera si¢ w stozku. Z ciaglodci
przeksztalcenia f istnieje 6 > 0 takie, ze f(B(z,d)) C B(f(z),n) i B(z,J)
zawiera si¢ w stozku. Wtedy g(B(z,0)) C B(g(x),¢e). Zatem g : A — 0N
jest przeksztalceniem ciaglym takim, ze g(x) = = dla € 9A. Sprzecznos$é
z lematem 4.

W 1974 roku Mark Yoseloff zauwazyl, ze z twierdzenia Brouwera wynika lemat
Spernera (punkt staly przeksztalcenia f musi nalezeé do trdjkata sieci, ktérego
wierzcholki sa réznych koloréw). Oznacza to, ze wszystkie wyzej podane lematy
sg rownowaznikami twierdzenia Brouwera.

Twierdzenie Brouwera mozna wykaza¢ bezposrednio z lematu 1.

Drugi dowdd twierdzenia. Niech
A ={x=(21,29,23) ER®: 1,090,203 20 A o1 + 29+ 23 =1}, (rys. 3).
Zalézmy, ze f: A — A jest przeksztalceniem ciaglym takim, ze f(x) # z dla
kazdego = € A. Poniewaz dla nieujemnych wartosci z, oraz f(xg), > ap =1
k

iy f(xg) =1, wiec z warunku f(z) # = wynika, ze przynajmniej jedna ze
k

wspélrzednych f(xg) — zx, k = 1,2,3, punktu f(z) — z musi by¢ ujemna
i przynajmniej jedna musi by¢ dodatnia.

Dla kazdego i > 2 dzielimy boki tréjkata A na i réwnych Wowcezas z ciaglodci przeksztalcenia f, f(&1) < &1,

czedcd, a laczac je liniami réwnolegltymi do bokdéw f(&) <& i f(&3) < &5. Oznacza to, ze zadna ze
trojkata, otrzymujemy sie¢ i-tego rzedu. Poszczegdlnym — wspélrzednych punktu f(€) — € nie jest liczba dodatnig,
wierzchotkom sieci przypiszemy kolor zielony (= 1), a to jest sprzeczne z warunkiem f(x) # x.

czerwony (= 2), niebieski (= 3) wedlug nastepujacej
reguly: kolor wierzchotka u okresla najmniejszy indeks k,
dla ktérego k-ta wspélrzedna punktu f(u) — u jest

Twierdzenie Brouwera pozostaje prawdziwe
w przestrzeniach euklidesowych R™ (najczesciej jest ono
formutowane dla kul):

ujemna.

Oznaczmy boki tréjkata A jak na rysunku 3. Jesli Niech B™ C Rn b@c?zie domknigtq _k“l? Z f:B" = BT_L _
wierzchotek sieci u lezy na boku I, to u; = 0, wiec przeksztatceniem ciggltym. Wtedy istnieje x € B™ takie, Ze
pierwsza wspélrzedna punktu f(u) — u nie moze byé flz) ==z

liczba ujemna, czyli taki punkt u nie otrzyma koloru
zielonego (1). Analogicznie wierzcholki sieci z boku J
nie otrzymaja koloru czerwonego (2), a wierzchotki

sieci z boku K nie otrzymaja koloru niebieskiego (3).

W szczegblnosci wierzcholek (1,0,0) otrzyma kolor zielony,

Rezultat ten nie przenosi si¢ do przestrzeni

o nieskonczonym wymiarze. W przestrzeni cg

ciagdw rzeczywistych zbieznych do zera z norma

|z = (z1,22,...)|| = sup|z;| dla kuli domknietej
i>1

WierZChO}ek (07 1, O) kOlOI‘ CZGI‘WOny, WieI‘ZCholek (0, O7 1) B o {x c co: Hx” g 1} 1 przeksztalcenia Ci@glego
kolor niebieski. Takie kolorowanie wierzchotkow sieci jest  f. B — B danego wzorem f(z1,xs,...) = (1,21, 22,...)

zgodne z podanym w lemacie 1. Zatem na podstawie jedynym punktem stalym jest (z1,22,...) = (1,1,...),
lematu 1 w kazdej sieci i-tego rzedu istnieje tréjkat,

. . . - , ale (1,1,...) € co.
ktorego wierzcholtki sa réznych koloréw: ¢;,n;, z;. Na _ ) ) )
podstawie twierdzenia Bolzano—Weierstrassa istnieje Twierdzenie Brouwera rozszerzy! (na nieskoriczenie
podciag zbiezny ¢;; — . Poniewaz Srednice trojkatéw wymiarowe przestrzenie Banacha) Juliusz Schauder

kolejnych sieci daza do 0, wiec réwniez n;, — §1iz;; — & W 1930 roku, ale to catkiem inna historia. ..
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