Rysunek na marginesie przedstawia te samg $ciezke narysowana na czworoscianie
(widok z gory).

Wréémy jeszcze na chwile do trzech wyrdznionych wezesniej $ciezek na duzej
sieci siatek. Dziecki opisanej tu metodzie zwijania tatwo mozemy sie przekonac,
ze $ciezka oznaczona litera ¢ to w istocie dwie kopie tej samej Sciezki, ktéra
szczegblowo omawialiémy powyzej. Tym samym nie ma potrzeby rozwazania
calej Sciezki — wystarczy jej fragment do pierwszego rézowego lub biatego
wierzchotka.

Wykazemy teraz, ze na czworo$cianie nie da sie narysowaé Sciezki o zadanych
Na stronie wuw.geogebra. org/m/j7pnmvxv)  (o}agnodciach. Ustalmy, ze §ciezka rozpoczyna sie w gérnym wierzcholku
mozna zobaczy¢ powyzsza Sciezke o ; X .
w trzech wymiarach. czworoscianu, ktéry na siatce reprezentowany jest przez czarny punkt w lewym
dolnym rogu (a na sieci przez. .. wszystkie czarne punkty!).

Wiemy juz, ze prosta Sciezka na siatce siatek to trasa myszy, ktora spelnia nasze
wymagania. Wiemy takze, jak jednoznacznie sktadaé siatke siatek. Oznacza

to, ze kazda $ciezka na siatce siatek ma jednoznaczna trase na czworoscianie.
Zauwazmy jednak, ze rysujac Sciezke na siatce siatek laczaca czarne wierzchotki,
zawsze przetniemy rézowy lub bialy wierzcholek (por. rysunek z trzema
Sciezkami wyréznionymi literami a, b, ¢, str. 3)! Dowiedliémy tym samym,

‘ze kazda $ciezka rozpoczynajaca si¢ i koniczaca w czarnym wierzchotku musi
przeciaé¢ inny wierzchotek czworoscianu.

Przypadek czworoscianu jest najprostszy ze wszystkich wieloécianéw foremnych.
Pozostale bryly réwniez rozwaza sie przy uzyciu sieci siatek, jednak te sa
znacznie bardziej skomplikowane. Niemniej wiemy juz, ze dwunastoscian jest
wyjatkowy wsréd wszystkich bryt platonskich.

w obserwacjach galaktyk
Katarzyna MALEK

: o ' . Bez wzgledu na to, czy obserwujemy Droge Mleczna, jej pobliskie sasiadki,
o . czy bardzo odlegte galaktyki, wiemy, ze sa to podobne obiekty znajdujace

e sie na réznych etapach ewolucji. Astrofizycy klasyfikuja je w grupy galaktyk

s e ’ o zblizonych wlasnosciach fizycznych, a nastepnie wykorzystuja je do bardziej
S L o wyrafinowanych analiz naukowych.

e ' Podstawowymi wielkoSciami fizycznymi uzywanymi do grupowania galaktyk
¢ - sa: masa gwiazdowa (M, ), tempo powstawania nowych gwiazd (star formation
rate, SFR) i przesuniecie ku czerwieni (redshift, zwiazany z odlegloscia; szerzej
' 4 o przesunieciu ku czerwieni mozna przeczytaé w Aly). Zaréwno mase gwiazdowa,
’ jak i tempo powstawania gwiazd mozna oszacowacé, zliczajac pojedyncze
gwiazdy. Jest to jednak niemozliwe do wykonania nawet w przypadku
naszej Galaktyki, nie méwiac o podobnych zliczeniach w galaktykach od nas
odlegltych. Musimy wiec polegaé¢ na analizie $wiatta gwiazd. Na podstawie
promieniowania emitowanego przez galaktyke chcemy oszacowac, ile starych
i nowych gwiazd si¢ w niej znajduje. Teoretycznie zadanie to nie jest trudne,
gdyz wraz z wiekiem gwiazdy zmienia sie rodzaj emitowanego przez nia Swiatla.
Umownie za mlode gwiazdy uwazamy te, W duzym uproszczeniu mlode, masywne gwiazdy $wiecg bardzo intensywnie
ktérych wiek nie praekracza 107 lat. w ultrafiolecie, natomiast starsze osobniki w zakresie widma widzialnego
i bliskiej podczerwieni (0,8-2,5 wm). Dzigki obserwacjom w tych zakresach
dhugoséci fal elektromagnetycznych mozemy stwierdzi¢, ile w galaktyce jest
gwiazd wyewoluowanych i czy nadal tworzy ona nowe gwiazdy, a jezeli tak,
to jak szybko.
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Cala procedura wydaje sie doé¢ tatwa. Dysponujemy przeciez ogromnymi
teleskopami zaopatrzonymi w filtry pozwalajace na obserwacje w dokladnie
zdefiniowanym przedziale widma elektromagnetycznego. Niestety obserwatorzy
napotykaja pewne problemy. Po pierwsze, obserwacje galaktyk zawsze
obarczone sa bledami (np. zwigzanymi z warunkami pogodowymi). Po drugie,
przeciwnikiem jest znajdujacy sie w galaktykach pyl — ten sam pyl, z ktérego

rodza sie nowe gwiazdy. Pochlania on czes¢ swiatla w zakresie ultrafioletowym
(UV, dlugosé¢ fali pomiedzy 0,1 nm a 0,4 pm) pochodzacego z mtodych,
masywnych gwiazd. Energia zaabsorbowana przez pyl zostaje wyemitowana

Schematyczne przedstawienie chmury
narodzin gwiazd w galaktyce.

w zakresach podczerwonych diugosci fal (IR, pomiedzy 8 a 1000 pum).

I tutaj cala sytuacja sie komplikuje — okazuje sie bowiem, ze obserwacje

tylko w zakresach optycznym i ultrafioletowym nie odzwierciedlaja calego
promieniowania elektromagnetycznego pochodzacego od gwiazd. Dodatkowo,
same obserwacje w zakresie dlugoéci fal podczerwonych zawieraja zaréwno
energie wyemitowana przez pyl, jak i nadwyzke pochodzaca od mtodych gwiazd.
Kluczowe staje sie wiec udzielenie odpowiedzi na nastepujace pytania: Jaki
procent energii wyemitowanej przez mlode, masywne gwiazdy jest pochtoniety
przez pyl? Jaka czes¢ widma energetycznego pylu znajdujacego si¢ w galaktyce

pochodzi od gwiazd?

Aby rozwiazaé ten problem, musimy poczynié¢ pewne
zalozenia. Najwazniejsze z nich jest takie, ze bilans
energetyczny w galaktyce jest staly — oznacza to, ze
galaktyka nie moze ,,zgubi¢” energii, a jedynie zmienic¢
jej lokalizacje w zakresie dtugosci fal. Cala energia
pochlonieta przez pyl musi by¢ wiec wyemitowana

w zakresie dtugosci fal podczerwonych.

Sprébujmy teraz odpowiedzie¢ na pytanie, w jaki sposob
i w zaleznosci od czego energia emitowana z gwiazd

jest pochlaniana przez pyl miedzygalaktyczny. Aby
poprawnie rozwiaza¢ ten problem, nalezy rozwiazaé
réwnania transportu energetycznego w galaktykach
(radiative transfer model, RT). Takie réwnanie powinno
zostaé¢ rozwiazane dla kazdej z galaktyk osobno,

poniewaz zalezy ono od geometrii uktadu, ilosci pytu itp.

Jest to bardzo skomplikowane zadanie, ktére od czasu
do czasu udaje si¢ rozwigzaé¢ numerycznie (zazwyczaj
dla pojedynczych, ,specjalnych” galaktyk). Jednak

w epoce wielkich przegladéw nieba, dostarczajacych
miliony nowych obserwacji (a juz niedtugo Large
Synoptic Survey Telescope, LSST, bedzie dostarczal
nawet 15 terabajtéw danych w ciagu nocy), musimy
znalezé cos szybszego i prostszego: narzedzie, ktére
pomoze w wyznaczeniu w skonczonym czasie M, i SFR
dla wszystkich zaobserwowanych galaktyk. Zostalo wiec
opracowane tzw. prawo atenuacji.

W astronomii galaktycznej znamy pojecie ekstynkcji,
czyli pochlaniania i rozpraszania energii pochodzacej
z punktowego obiektu i przechodzacej przez ,,Sciane”
pylu w kierunku obserwatora. Atenuacja jest znacznie
bardziej skomplikowanym pojeciem. W przypadku
atenuacji mamy do czynienia z wieloma punktowymi
zrodlami $wiatta zanurzonymi w otaczajacym je

pyle. Moga sie one znajdowaé przed, za lub pomiedzy
drobinami pytu a obserwatorem. Te skomplikowang
relacje astronomowie zwykli opisywac... pojedyncza
funkcja potegowa A(A). Tak, to nie jest chochlik
drukarski. Najbardziej zaawansowane (i najbardziej
fizyczne) prawa atenuacji pylu w galaktykach sktadaja
sie az z... dwéch funkcji potegowych — jednej dla
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obszaréw chmur narodzin (birth cloude, BC), gdzie
pyl i gwiazdy sa znacznie bardziej skupione, a drugiej
dla obszaréw miedzygalaktycznych (interstellar
medium, ISM).

() = A\(BC)+A,(ISM), dla gwiazd ponizej <107 lat,
B A\(ISM), dla gwiazd powyzej 107 lat ,

gdzie wartosé atenuacji Ay dla dtugosci fali A

jest zdefiniowana jako Ay - (A/550 pum)®. Wartogé
wykladnika § jest rézna dla chmury narodzin i dla
obszaru miedzygalaktycznego, a Ay jest atenuacja
zmierzong w pasmie fotometrycznym V wokél dtugosci
fali ~550 pm.

Atenuacja pytu jest Scisle zwigzana z dhugoscia fali
elektromagnetycznej i jest silniejsza dla ultrafioletu
oraz mniej zauwazalna w bliskiej podczerwieni.
Zadziwiajace jest to, ze poréwnania iloSciowe
atenuacji pylu, pochodzace z rozwiazywania réwnan
transportu energetycznego, i te otrzymane za pomoca
modelu ztozonego z dwéch funkcji potegowych sa
bardzo zblizone. W ramach btedéw obserwacyjnych —
pochodzacych z teleskopéw oraz niepewnodci
dopasowania modeli — obie metody daja zwykle zgodne
wyniki.

To wlasénie atenuacja pytu pozwala na modelowanie
galaktyk z zachowaniem bilansu energetycznego. Dzigki
niej wiemy, ile tak naprawde jest mlodych i starych
gwiazd w galaktykach. Wiemy rowniez, jaka korekte
zastosowaé¢ do danych obserwacyjnych, aby oszacowaé
ilo§¢ wszystkich gwiazd (mase gwiazdowa), zawartosé
mlodych, masywnych gwiazd (SFR) w celu bardziej
zaawansowanych analiz ewolucji galaktyk.

Oczywiscie nie jest to jedyne zastosowanie analizy
jasnosci pylu i obserwacji podczerwonych w astrofizyce.
O innych zaletach i wadach pylu oraz o tym, ze

w odleglosci 10 miliardéw lat Swietlnych od Drogi
Mlecznej pyl uniemozliwia obserwacje okoto 80%
znajdujacych sie tam galaktyk, bedziemy jeszcze pisali
na tamach Delty.
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Rozwigzanie zadania F 1002.
Gdyby do Ziemi nie docieral strumient
energii ze Stonca, to temperatura jej
powierzchni miataby wartosé, przy ktorej
strumien energii doplywajacej z wnetrza
Ziemi bylby réwny strumieniowi energii
wypromieniowanej.
Wartoéé strumienia ciepta dostarczanego
w procesie przewodnictwa cieplnego
wynosi
A\ dT

dp dz’
gdzie x oznacza gl¢boko$é. Strumien
energii wypromieniowanej z powierzchni:

quw = (7T4~

Drugie réwnanie opisuje promieniowanie
ciala doskonale czarnego i w przypadku
powierzchni cial ,rzeczywistych” jego
prawg strone nalezy pomnozy¢ przez
zdolnoéé emisyjng powierzchni «. Dla
powierzchni Ziemi « jest bliskie 1, a dla
materialéw tworzacych skaly
powierzchniowe mieéci si¢ w granicach
1>a>0,2.

Przyjmijmy o = 1 oraz

dT/dz = 30 K/km. Réwnos$é¢ obu
strumieni energii prowadzi do
oszacowania:

1/4
T = <’i"> ~ 32 K.
o

Uwzglednienie zdolnosci emisyjnej
powierzchni wprowadziloby dodatkowy
czynnik réwny co najwyzej 514 ~ 1,5,
a wigc prowadzi do co najwyzej

T ~ 48 K.

Dominujacym zrédlem energii we wnetrzu
Ziemi sg najprawdopodobniej rozpady
jader 232Th o czasie polowicznego
rozpadu 7 &~ 14 - 10° lat, 238U,

T & 4,47 - 10° lat oraz 4”K,

T~ 1,25-10° lat.

Ziemiolubne liczby i ulotne reszty
Mariusz SKALBA*

Czlowiek twardo stapa po ziemi, a z nim pojecia, ktore stworzyl. Na przyktad
liczby sa tylko tym, do czego czlowiekowi stuza: porzadkowe, kardynalne i inne.
W skoniczonych zastosowaniach sg to liczby naturalne 1,2,3, ... i ich uogdlnienia:
liczby catkowite, wymierne, rzeczywiste i zespolone. Stowo skonczone

w poprzednim zdaniu odnosi si¢ wylacznie do opisywanego atrybutu liczonego
obiektu: a to jego rangi, a to mocy, a to fizycznych rozmiaréw. W matematyce
teoretycznej liczb praktycznie zawsze potrzebujemy nieskonczenie wiele!

Wréémy zatem na ubita przez tysiaclecia glebe teorii liczb. Jak udowodnié
najproéciej, ze réwnanie
x? — 20xy + y? = 100000000003

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych z,y? Mozna na przyktad zauwazyé, ze
odpowiednia kongruencja mod 4 nie ma rozwiazan. Wynika to stad, ze kwadrat
liczby catkowitej zawsze przystaje do 0 lub 1 modulo 4, a zatem lewa jej strona
przystaje do 0,1,2 modulo 4, a prawa do 3.

Nie zawsze jest tak latwo i o tym wladnie jest ten artykul. Rozwazmy

mianowicie réwnanie

(1) xt — 2yt =722

i zapytajmy o jego rozwiagzania w liczbach catkowitych nieujemnych z,y, z.

Jesli z,y, z jest takim rozwigzaniem oraz x = 0, to —2y* = 722, a wiec réwniez
= z = 0. Zalézmy teraz nie wprost, ze istnieje rozwigzanie, w ktérym x > 0,

i rozwazajmy dalej jedno z rozwiazan, w ktorych = przyjmuje wartos¢ dodatnia

najmniejsza z mozliwych. Udowodnimy przede wszystkim, ze wowczas

(2) (z,y) = (z,2) = (y,2) = 1.
((a,b) oznacza najwiekszy wspélny dzielnik liczb catkowitych a,b.) Niech
P = {2,3,5,...} oznacza dalej zbiér wszystkich liczb pierwszych. Zalézmy, ze
istnieje takie ¢ € P, ze x = qz1, y = qy1 dla pewnych x1,y; € Ny, przy czym
x1 > 0. Po podstawieniu tych wartosci do réwnania otrzymujemy
¢' (] - 2y1) = 72°
i stad dostajemy, ze z = %21, gdzie z; € Ny (réwniez dla ¢ = 7). Liczby 1, y1, 21
spelniaja zatem réwnanie , przy czym 0 < z1 = x/q < x, sprzecznosé
z wyborem z. Udowodniliémy wiee, ze (z,y) = 1. Analogicznie wykazujemy,
ze (x,2) = (y,2)=1.7Z i wynika, ze wszystkie liczby x,y, z sa nieparzyste.
Rzeczywiscie, gdyby = byla parzysta, to z wynika, ze rowniez z bylaby
parzysta, skad (z,z) > 2, sprzeczno$é z (2)). Podobnie z jest nieparzysta. Gdyby y
byla parzysta to mielibyémy kongruencje
z* = 72% (mod 8),
ale to nie jest mozliwe, gdyz kwadrat liczby nieparzystej przystaje do 1 mod 8:
(2k +1)2 =4k(k +1) +1 =8m +1,
Zatem y jest réwniez nieparzysta. Wykazemy teraz, ze
(3) z = =£1 (mod 8).
Jedli z =1, to oczywiscie zachodzi. Gdy z > 1, rozpatrujemy dowolny dzielnik
pierwszy p liczby z. Mamy p # 2 oraz z réwnania wynika kongruencja
z* — 2y* =0 (mod p).
Poniewaz z = 0 (mod p), wiec y # 0 (mod p) na mocy (2). Niech ¢ bedzie takie,
ze yt =1 (mod p). Wowczas
(xt)* = 2(yt)* = 2 (mod p),
czyli kongruencja r? = 2 (mod p) ma rozwiazanie, np. r = (zt)?. Teraz trzeba
przywolaé stynne twierdzenie z teorii reszt kwadratowych. Jako pierwszy
udowodnit je Gauss:

gdzie m € Np.

Jesli p € P\ {2}, to kongruencja r?> = 2 (mod p) ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy p = £1 (mod 8).
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